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Índice de contenidos

1. Introducción 1

2. El Teorema de Representación de Sumas 3

3. Donsker y los Principios de Invariancia 33

4. Aplicaciones del Principio de Invariancia 41

4.1. Estad́ısticos de Kolmogorov-Smirnov . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.1.1. Test de Kolmogorov-Smirnov . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
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1. Introducción

Consideremos el juego que consiste en lanzar una moneda y apostar un euro a cara.

La variable aleatoria Xn vale 1 si en el n-ésimo lanzamiento el jugador gana y vale

-1 si pierde. Las sumas parciales Sn = X1 + · · · + Xn coinciden con las ganancias

del jugador en n lanzamientos. Por un lado, el Teorema Central del Ĺımite nos da

la distribución a la que convergen Sn√
n
. Por otro lado, la Ley del Arco-seno nos da la

distribución ĺımite de ]{k; k≤n: Sk>0}
n

, es decir, de la proporción del número de veces

en n lanzamientos que el jugador va ganando dinero.

En ambos casos obtenemos el ĺımite de una función de las sumas parciales. Ahora

bien, el Teorema Central del Ĺımite está siendo aplicado en un caso particular. La

distribución ĺımite es la misma partiendo de cualquier sucesión de variables alea-

torias independientes e igualmente distribuidas de media cero y varianza uno. En

este sentido podemos decir que el Teorema Central del Ĺımite es un principio de

invariancia.

Veremos que la misma extensión admite la Ley del Arco-seno, obteniéndose de

nuevo un ĺımite independiente de la distribución de partida, y por tanto un nuevo

principio de invariancia. De hecho, demostraremos que todas las funciones “regula-

res” de las sumas parciales de una sucesión de variables independientes e igualmente

distribuidas de esperanza cero y varianza finita tienen el mismo ĺımite.

El resultado se obtiene a partir del teorema de Donsker, que viene a ser una ge-

neralización del Teorema Central del Ĺımite para procesos. A partir de las sumas

parciales se construye un proceso que converge en ley al Movimiento Browniano.

Componiendo con distintas funciones f casi seguro B-continuas (La continuidad

está referida a cierta métrica y el casi seguro a la probabilidad generada por el Mo-

vimiento Browniano) obtenemos diversos principios de invariancia. En cada caso la

distribución ĺımite será la distribución de la función que estemos considerando apli-

cada al Movimiento Brownianio. Normalmente se suele calcular directamente del

movimiento Browniano o mediante argumentos combinatorios que tienen que ver
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con el lanzamiento de una moneda, como es el caso del teorema del arco-seno.

Demostramos el Teorema de Invariancia de Donsker para sumas de variables

aleatorias independientes en la versión de trayectorias con discontinuidad de sal-

to basándonos en la Representación de Skorokhod. Este método tiene a su favor

suprimir una gran cantidad de problemas topológicos. Si bien la versión con tra-

yectorias continuas puede demostrarse en términos de convergencia débil en C[0, 1]

sin excesivos problemas, no es aśı para trayectorias con discontinuidad de salto. En

efecto, D[0, 1] no es separable con la métrica uniforme, lo que hace que la mayoŕıa

de los autores manejen la métrica de Skorokhod de mayor complejidad topológica.

A través de la Representación de Skorokhod no interviene para nada la medibilidad

al venir dado el enunciado del Teorema de Invariancia en términos de convergencia

de distancias a cero. La distancia referida es, además, la uniforme.

Una pieza clave de la demostración es la inmersión de una sucesión de sumas

parciales en un movimiento Browniano. Esa inmersión se sirve de la idea de tiempo

de salida. Básicamente un tiempo de salida se puede definir como el primer tiempo

en el que la trayectoria de una part́ıcula abandona la región del plano limitada por

dos barreras. Lo que ocurre es que las sumas de v.a.i.i.d.’s se pueden “representar”

mediante una sucesión de procesos definidos en función de ciertos tiempos de sa-

lida que a su vez dependen de unas “barreras aleatorias”. Una parte importante

para realizar la inmersión es escoger las barreras aleatorias para que las sumas y los

movimientos Brownianos estén igualmente distribuidos. En la literatura se exponen

diferentes formas de realizar esto.

La importancia de los principios de invariancia se manifiesta también en el cálculo

de la distribución ĺımite del estad́ıstico de Kolmogorov-Smirnov. Dicho estad́ıstico

se usa para averiguar si ciertos datos vienen de una distribución teórica (continua)

o no.

Del Teorema de Representación de Skorokhod se deduce una demostración rela-

tivamente sencilla de la Ley del Logaritmo Iterado para caminatas aleatorias, que
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será un nuevo principio de invariancia, en este caso para convergencia casi seguro.

2. El Teorema de Representación de Sumas

Dentro de los procesos estocásticos cabe destacar un proceso en tiempo continuo

conocido con el nombre de movimiento Browniano. En realidad movimiento Brow-

niano es el nombre que se le da al modelo f́ısico, la formulación matemática recibe el

nombre de proceso de Wiener, por eso en algunos libros se lo denota por W . Como

en la mayor parte de la literatura se lo llama movimiento Browniano aqúı para no

confundir también lo llamaremos aśı.

El movimiento Browniano describe la proyección sobre un eje del movimiento de

una part́ıcula suspendida en un fluido y sometida a bombardeo molecular. Xt(ω)

denotará la posición de la part́ıcula en el tiempo t. En función de su significado

f́ısico es razonable exigir al proceso {Xt : t ∈ [0,∞)} que verifique las condiciones

siguientes

1. Independencia.

2. Estacionalidad. Quiere decir que la distribución de Xt+∆t−Xt no depende de

t sino de ∆t.

3. Continuidad.

Definición 2.1 (Movimiento Browniano). Se llama movimiento Browniano a un

proceso estocástico [Xt : t ≥ 0] para el cual X0 ≡ 0 y la distribución conjunta de

(Xt0 ,Xt1 , . . . ,Xtn) para 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn es una normal multidimen-

sional con

1. EXtk = µtk

2. V arXtk = σ2tk

3. Cov(Xtj ,Xtk) = σ2 mı́n{tj, tk}
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La anterior definición de movimiento Browniano cumple las exigencias del modelo

f́ısico.

A continuación, una definición importante.

Definición 2.2 (Tiempo de salida). Sean {Xt} movimiento Browniano y B ∈ β,

llamamos tiempo de salida de Xt del conjunto B a

t∗(B) = ı́nf{t; Xt ∈ Bc}

Si B = (a, b), t∗(a, b) es el primer tiempo en el que la part́ıcula sale del intervalo

(a, b).

Hemos definido el tiempo de salida de un intervalo como el primer tiempo en el que

la part́ıcula sale de (a, b). ¿Qué pasa cuando los extremos del intervalo son variables

aleatorias?, ¿será también variable aleatoria?

Lema 2.3. Sean Xt movimiento Browniano definido en (Ω, σ) y U, V definidas

en (Ω, σ), entonces

T = ı́nf
t
{Xt /∈ (U,V)}

es v.a..

Demostración.

T−1(0, s] =

{
ı́nf

0≤t≤s
Xt ≤ U

}
∪
{

sup
0≤t≤s

Xt ≥ V

}

Como {́ınf0≤t≤sxt ≤ u} = (́ınf0≤t≤s xt − u)−1 (−∞, 0], ı́nf0≤t≤s xt = ı́nf0≤tn≤s xtn ,

donde tn es un conjunto numerable denso en [0, s] y el ı́nfimo de una sucesión de

variables aleatorias es variable aleatoria (́ınf0≤t≤s Xt −U)−1 (−∞, 0] ∈ σ. Lo mismo

ocurre con el supremo, se sigue que T es variable aleatoria.

Definición 2.4 (Tiempo de parada). Sea {Xt} un movimiento Browniano, una
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variable aleatoria t∗ ≥ 0 se dice que es un tiempo de parada si para cada t ≥ 0,

{t∗ ≤ t} ∈ σ [Xτ , τ ≤ t]

Es decir, si t∗ solo depende de las trayectorias del movimiento Browniano hasta el

tiempo t∗.

Más adelante probaremos ciertas proposiciones en las que se habla de tiempo de

parada refiriéndose a tiempo de salida. Resulta que un tiempo de salida también es

un tiempo de parada, como se demuestra en el siguiente

Lema 2.5. Sea a < 0 < b. El tiempo de salida del conjunto (a, b), t∗, es un tiempo

de parada.

Demostración. Hay que ver que [t∗ ≤ t] ∈ σ [Xs : s ≤ t]∀t > 0. Para ello veremos

que

[t∗ ≤ t] =
⋂
n

⋃
s≤t
s∈Q

[
Xs ∈

[
a+

1

n
, b− 1

n

]c]
Ahora

ω ∈
⋂
n

⋃
s≤t
s∈Q

[
Xs ∈

[
a+

1

n
, b− 1

n

]c]
equivale a

∀ n ∈ N ∃ sn ∈ Q, sn ≤ t t.q Xsn(ω) ∈
[
a+

1

n
, b− 1

n

]c

Veamos en primer lugar, que

[t∗ ≤ t] ⊆
⋂
n

⋃
s≤t
s∈Q

[
Xs ∈

[
a+

1

n
, b− 1

n

]c]
Sea ω tal que t∗(ω) ≤ t. Si t∗(ω) es racional, la inclusión es obvia. Si t∗(ω) no es

racional tenemos que discutir dos casos.
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1. Xt∗(ω)(ω) ∈ [a, b]c

Por la continuidad de las trayectorias, existe s racional s ≤ t tal que

Xs(ω) ∈ [a, b]c, como [a, b]c ⊂
[
a+ 1

n
, b− 1

n

]c
tenemos lo que queŕıamos.

2. X(ω)t∗(ω) = a ó X(ω)t∗(ω) = b

Por la continuidad de las trayectorias

∃ δn > 0 tal que si |t∗(ω)− s| < δn =⇒
∣∣X(ω)t∗(ω) −Xs

∣∣ < 1

n

Como Q es denso en R, ∃ sn ∈ Q tal que |t∗(ω)− sn| < δn.

− 1

n
< X(ω)sn −X(ω)t∗(ω) <

1

n
=⇒ X(ω)t∗(ω) −

1

n
< X(ω)sn <

1

n
+ X(ω)t∗(ω)

Por hipótesis Xt∗ = a ó Xt∗ = b, por tanto b− 1
n
< Xsn ó Xsn <

1
n

+ a

∀ n ∈ N. Aśı pues X(ω)s ∈
[
a+ 1

n
, b− 1

n

]c ∀ n ∈ N, y tenemos lo que

queŕıamos.

Para ver el contenido contrario, tomamos

ω ∈
⋂
n

⋃
s≤t
s∈Q

[
Xs ∈

[
a+

1

n
, b− 1

n

]c]
Sea (sn)n una sucesión de racionales en [0, t] que verifican que Xsn(ω) ∈

[
a+ 1

n
, b− 1

n

]c
.

t está fijado, como [0, t] es compacto, existe una subsucesión convergente

snk −→ s ∈ [0, t], puedo tomar la subsucesión cumpliendo X(ω)snk > b − 1
nk

(igual

para X(ω)snk < a+ 1
nk

). X(ω)snk −→ X(ω)s (por continuidad de las trayectorias) y

entonces X(ω)s ≥ b y t∗(ω) ≤ s < t.

Ahora unos lemas previos necesarios para demostrar la proposición (2.10).

Lema 2.6. Sea τ ≥ t

1. It∗=t y Xτ −Xt
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2. Xt · It∗=t y Xτ −Xt

son variables aleatorias independientes.

Demostración. Hemos visto que t∗ es un tiempo de parada. Por definición de tiempo

de parada [t∗ ≤ t] ∈ σ [Xs : s ≤ t]. Vamos ahora a ver que [t∗ = t] ∈ σ [Xs : s ≤ t].

[
t∗ ≤ t− 1

n

]
∈ σ

[
Xs : s ≤ t− 1

n

]
⊂ σ [Xs : s ≤ t]

[t∗ < t] =
⋂
n

[
t∗ ≤ t− 1

n

]
∈ σ [Xs : s ≤ t]

Por tanto,

[t∗ = t] = [t∗ ≤ t] ∩ [t∗ < t]c ∈ σ [Xs : s ≤ t] . (1)

Por definición de movimiento Browniano σ [Xτ −Xt] es independiente de σ [Xs : s ≤ t].

Por otro lado como σ
[
I[t∗=t]

]
= {∅, R, [t∗ = t], [t∗ = t]c}, y puesto que

[t∗ = t]c ∈ σ [Xs : s ≤ t], se sigue que σ
[
I[t∗=t]

]
⊂ σ [Xs : s ≤ t], y por tanto

σ [Xτ −Xt] es independiente de σ
[
I[t∗=t]

]
, de donde se deduce que It∗=t y Xτ−Xt.

Veamos que Xt·It∗=t y Xτ−Xt son independientes. Un elemento de σ
[
Xt · I{t∗=t}

]
será de la forma

(
Xt · I{t∗=t}

)−1
(A) para algún A ∈ β. Ahora bien

[
Xt · I{t∗=t} ∈ A

]
=

{
ω/t∗ (ω) = t, X(ω)t · I(ω){t∗=t} ∈ A

}
∪
{
ω/t∗(ω) 6= t, X(ω)t · I(ω){t∗=t} ∈ A

}
=

 ([t∗ = t] ∩ [Xt ∈ A]) ∪ [t∗ = t]c si 0 ∈ A

([t∗ = t] ∩ [Xt ∈ A]) si 0 /∈ A

Teniendo en cuenta (1), σ
[
Xt · I{t∗=t}

]
⊂ σ [Xs : s ≤ t]. Por definición de movimien-

to Browniano Xt · I{t∗=t} y Xτ −Xt son independientes.

Proposición 2.7. Sea T0 una colección finita de puntos 0 = t0 ≤ t1 < . . . < tn = τ ;
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entonces para un movimiento browniano normalizado Xt

P

(
máx
t∈T0

|Xt| > x

)
≤ 2P (|Xτ | > x)

Lema 2.8. Sea X una v.a. positiva. Entonces

EX =

∫ ∞
0

P [X > t] dt

Lema 2.9. Sean Xt un movimiento browniano normalizado y τ ∈ R, entonces

E sup
t≤τ

X2
t <∞

Demostración. Primero observemos que como [0, τ ] es compacto y las trayectorias

son continuas, podemos cambiar sup por máx. Veamos primero que máxt≤τ X2
t es

v.a.

Sea t0 = 0, Q ∩ [0, τ ] = {tj}∞j=1 = I0, I
n
0 = {t0, . . . , tn} máxt∈In0 X2

t es v.a.. Si

llamamos Yn = máxt∈In0 X2
t e Y = máxt≤τ, t∈I0 X2

t tenemos que Yn −→ Y ∀ω ∈ Ω,

por tanto es v.a., porque es ĺımite de v.a.’s. Pero Y = máxt≤τ X2
t , por continuidad.

Probemos que Emáxt∈In0 X2
t <∞, (2.7).

máx
t∈In0
|Xt| > x ⇐⇒ |Xt| > x para algún t ∈ I0

⇐⇒ |Xt|2 > x2 para algún t ∈ I0

⇐⇒ máx
t∈In0
|Xt|2 > x2

la segunda equivalencia es porque f(x) = x2 es creciente para x ≥ 0. Luego por la

anterior proposición P
[
máxt∈In0 X2

t > x2
]
≤ 2P [|Xtn| > x]. Escribiendo la esperanza

como en (2.8)

Emáx
t∈In0

X2
t =

∫ ∞
0

P

[
máx
t∈In0

X2
t > x

]
dx
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Hacemos el cambio de variable x = y2. Teniendo en cuenta la proposición (2.7)

Emáx
t∈In0

X2
t =

∫ ∞
0

2yP

[
máx
t∈In0

X2
t > y2

]
dy ≤ 4

∫ ∞
0

yP [|Xtn| > y] dy

= 4

∫ ∞
0

yP

[
Xtn√
tn
>

y√
tn

]
dy = 2

∫ ∞
0

(√
2

π

∫ ∞
y√
tn

y exp

(
−z

2

2

)
dz

)
dy

≤ 2

√
2

π

∫ ∞
0

(∫ ∞
y√
tn

√
tnz exp

(
−z

2

2

)
dz

)
dy

= 2

√
2tn
π

∫ ∞
0

exp

(
− y2

2tn

)
dy = 2

√
2tn
π

√
2πtn
2

= 2tn ≤ 2τ <∞

Recapitulando, Yn ↑ Y, donde Yn, Y son las definidas anteriormente, como aca-

bamos de ver EYn <∞. Aśı que, por el tma. de la Convergencia Monótona

EYn
c.s−→ EY

y como acabamos de ver EYn ≤ 2τ , por tanto EY ≤ 2τ .

La siguiente proposición se utiliza directamente en la demostración del Teorema de

Representación de Skorokhod, e indirectamente para probar otra proposición previa

a dicho Teorema, la (2.13).

Proposición 2.10. Para t∗ = t∗(a, b), a < 0 < b,

EXt∗ = 0, EX2
t∗ = Et∗

Demostración .

1)

Supongamos que t∗ es un tiempo de parada que toma valores en un conjunto nume-

rable {tj} ⊂ [0, τ ], τ <∞. Entonces

E (Xτ −Xt∗) = E

(∑
j

(Xτ −Xt∗) It∗=tj

)

9



Aplicando el lema (2.6) la parte derecha de la ecuación queda

∑
j

[
E
(
Xτ −Xtj

)]
P(t∗ = tj)

que es cero, porque Xτ − Xtj , τ > 0 es un movimiento Browniano normalizado.

Entonces

EXt∗ = EXτ = 0

Veamos la segunda parte.

EX2
τ = E (Xτ −Xt∗ + Xt∗)

2 = E
[
(Xτ −Xt∗)

2 + X2
t∗ + 2 (Xτ −Xt∗) Xt∗

]
= E (Xτ −Xt∗)

2 + EX2
t∗ + 2E [(Xτ −Xt∗) Xt∗ ]

= E (Xτ −Xt∗)
2 + EX2

t∗ (2)

porque E (Xτ −Xt∗) Xt∗ = 0, veámoslo.

E (Xτ −Xt∗) Xt∗ = (E (Xτ −Xt∗) Xt∗)
∑
j

I{t∗=tj}

= E
∑
j

(
Xτ −Xtj

)
XtjI{t∗=tj}

=
∑
j

E
(
Xτ −Xtj

)
XtjI{t∗=tj}

=
∑
j

E
(
Xτ −Xtj

)
E
(
XtjI{t∗=tj}

)
= 0

la anteúltima igualdad es cierta por el lema (2.6). Por otro lado

E (Xτ −Xt∗)
2 = E

(∑
j

(
Xτ −Xtj

)2
It∗=tj

)
∗
=

∑
j

E
(
Xτ −Xtj

)2
P(t∗ = tj)

=
∑
j

V ar
(
Xτ −Xtj

)
P(t∗ = tj) =

∑
j

(τ − tj)P(t∗ = tj)

= τ
∑
j

P(t∗ = tj)−
∑

tjP(t∗ = tj) = EX2
τ − Et∗ (3)

10



En ∗ hemos usado el lema (2.6). De (2) y (3) obtenemos que EX2
t∗ = Et∗ .

2)

Sea t∗∗ = mı́n (t∗(a, b), τ) , t∗n. Tomamos una sucesión de tiempos de parada que

toman una cantidad numerable de valores en [0, τ ] tal que t∗n −→ t∗∗ en todo punto,

entonces t∗n
c.s−→ t∗∗ y |t∗n| ≤ τ, (τ v.a., porque es constante) y Eτ = τ < ∞; por el

teorema de la convergencia dominada

Et∗n −→ Et∗∗. (4)

Además, por continuidad de las trayectorias del movimiento Browniano, si

t∗n −→ t∗∗ =⇒ Xt∗n −→ Xt∗∗ , por tanto Xt∗n

c.s−→ Xt∗∗ , además

∣∣Xt∗n

∣∣ ≤ sup
t≤τ
|Xt|

se hace de un modo similar a (2.9), supt≤τ |Xt| es integrable por el T.C.D.

EXt∗n −→ EXt∗∗ . (5)

Como

T : R −→ R

x 7→ x2

es continua se sigue que X2
t∗n

c.s−→ X2
t∗∗ , y usando

∣∣X2
t∗n

∣∣ ≤ sup
t≤τ

X2
t

por (2.9), supt≤τ X2
t es integrable. De nuevo por el T.C.D.

EX2
t∗n
−→ EX2

t∗∗ . (6)
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Obtenemos por el paso 1) y (4), (5), (6) que

EXt∗∗ = 0

EX2
t∗∗ = Et∗∗

3)

Sea t∗∗n = mı́n(t∗(a, b), τn), donde (τn)n define una sucesión creciente de intervalos

[0, τn]. ∫ ∞
−∞

Xt∗∗ndP =

∫
I[t∗≤τn]Xt∗dP +

∫
I[t∗>τn]XτndP

Vamos ahora a aplicar el T.C.D. Sean k = máx(|a|, |b|) y X1
n = I[t∗≤τn]Xt∗ Tenemos

que

|X1
n| ≤ k

X1
n

c.s−→ Xt∗

EX1
n −→ EXt∗

Veamos que I[t∗≤τn]Xt∗
c.s−→ Xt∗ . Sea ω t.q t∗(ω) ≤ τn ∀n ≥ n0, entonces

I[t∗≤τn]Xt∗ = Xt∗ ∀n ≥ n0, por tanto I[t∗≤τn]Xt∗
n−→ Xt∗ . Sea ahora X2

n = I[t∗>τn]Xτn ,

volviendo a aplicar el T.C.D.

|X2
n| ≤ k

X2
n

c.s−→ 0

EX2
n −→ E 0 = 0

Veamos que I[t∗>τn]Xτn
c.s−→ 0. Sea ω t.q t∗(ω) > τn ∀n ≥ n0, entonces

I[t∗>τn]Xτn = 0 ∀n ≥ n0, por tanto I[t∗>τn]Xτn
n−→ 0. Por (2) EXt∗∗n = EX1

n+EX2
n,

luego

EXt∗∗n
c.s−→ EXt∗ . (7)

Del mismo modo se prueba que

EX2
t∗∗n

c.s−→ EX2
t∗ . (8)
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Ahora pasamos de t∗∗ a t∗. Como EXt∗∗n = 0 por el paso 2) y (7), entonces

EXt∗ = 0. Para probar el otro resultado vamos a echar mano del teorema de la

convergencia monótona.

t∗∗n
c.s−→ t∗

t∗∗n ≤ t∗∗n+1

 T.C.M.
=⇒ Et∗∗n −→ Et∗ (9)

se sigue que EX2
t∗ = Et∗, por el paso 2), (8) y (9).

Lema 2.11. Sean u, v ∈ R, sea Y una v.a. tal que

P[Y = u] + P[Y = v] = 1 EY = 0

entonces

P[Y = u] =
−v
u− v

, P[Y = v] =
u

u− v

Demostración.

EY = uP[Y = u] + v(1− P[Y = u]) = 0

entonces

P[Y = u] =
−v
u− v

, P[Y = v] = 1− −v
u− v

=
u

u− v

Corolario 2.12. Dos v.a.’s en las hipótesis del lema anterior (y que toman los

mismos valores) están igualmente distribuidas.

Demostración. Es porque las probabilidades coinciden, por el lema anterior.

La información que necesitamos acerca del tiempo de salida para probar resultados

más importantes, como el Teorema de Representación de Skorokhod, es la probabili-

dad de que la part́ıcula salga primero por b (o por a) y el tiempo de salida esperado.
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Proposición 2.13. Sea {Xt} un movimiento Browniano y t∗ = t∗(a, b) un tiempo

de salida. Se cumple que

P (Xt∗ = a) =
|a|

|b|+ |a|
, P (Xt∗ = b) =

|b|
|b|+ |a|

, Et∗(a, b) = |a||b|

Demostración. La primera parte es corolario del lema (2.11). Ahora por la proposi-

ción (2.10)

Et∗ = EX2
t∗ = a2P (Xt∗ = a) + b2P (Xt∗ = b)

= a2 b

b− a
+ b2 a

a− b
= ab

[
a

b− a
+

b

a− b

]
= −ab = |a| · |b|

En nuestro desinteresado afán por intentar que la lectura sea lo menos traumáti-

ca para el lector, hemos decidido trocear el dichoso Teorema de Representación de

Sumas. Servimos a continuación una serie de herramientas necesarias para la com-

prensión de la demostración.

Lema 2.14. Sea I subconjunto numerable de [0,∞).

Las siguientes aplicaciones son variables aleatorias.

ψ1 : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ u

ϕτ : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ xτ

ϕ̂ : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ supτ∈I xτ − v

ψ2 : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ v

ˆ̂ϕ : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ ı́nfτ∈ I xτ − u

Demostración. ψ1 y ψ2 son proyecciones y por tanto variables aleatorias.
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Sea

Πτ :
(
R[0,∞), β

(
R[0,∞)

))
−→ (R, β)

x 7−→ xτ

Πτ es v.a. con β
(
R[0,∞)

)
= σ{Πτ : τ ∈ [0,∞)}

Sea A ∈ β

ϕ−1
τ (A) = {(u, v, x) ∈ R× R× R[0,∞)/ϕτ (u, v, x) ∈ A}

= {(u, v, x) ∈ R× R× R[0,∞)/xτ ∈ A}

= R× R× Π−1
τ (A)

y obtenemos que ϕ es variable aleatoria.

Que ϕ y ϕ̂ son v.a.’s se deduce de que supτ∈I ϕτ e ı́nfτ∈I ϕτ son v.a.’s.

Lo mismo ocurre con ϕ̂n, y ̂̂ϕ
Notación 2.15. Sea I = {tn/n ∈ N} numerable, denso en [0,∞)

ϕ̂n : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ sup0≤τ≤tn
τ∈I

xτ − v

ˆ̂ϕn : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ ı́nf0≤τ≤tn
τ∈I

xτ − u

Para B ∈ β, definimos

AB =

[⋃
n

[
(ϕ̂−1

n [0,∞)) ∩ ( ˆ̂ϕ−1
n (0,∞))

]
∩
[
ψ−1

2 (B)
]]

∪

[⋃
n

[
(ϕ̂−1

n (−∞, 0)) ∩ ( ˆ̂ϕ−1
n (−∞, 0])

]
∩
[
ψ−1

1 (B)
]]

Lema 2.16. Dado un movimiento Browniano Xt y U, V variables aleatorias con

U ≤ 0 ≤ V, denotando

T = ı́nf{t : Xt /∈ (U, V )}
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se cumple

P [XT ∈ B] = P [(U, V, X) ∈ AB]

P [T ∈ (0, s]] = P

⋂
n∈N
tn≥s

(
ϕ̂−1
n [0,∞) ∪ ˆ̂ϕ−1

n (−∞, 0]
)

Demostración. Sea I = {tn}n∈N numerable, denso en [0,∞). Comenzaremos pro-

bando que Ω = A ∪D ∪ (A ∪D)c, donde

A =
⋃
n

 sup
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ ≥ V

 ∩( ı́nf
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ > U

)
D =

⋃
n

 sup
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ < V

 ∩( ı́nf
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ ≤ U

)

¿Qué relación existe entre A y D?

A equivale a ∃ tn0 tal que sup0≤τ≤tn0
τ∈I

Xτ ≥ V e ı́nf0≤τ≤tn0
τ∈I

Xτ > U. B equivale a

∃ tn1 tal que sup0≤τ≤tn1
τ∈I

Xτ < V y ı́nf0≤τ≤tn1
τ∈I

Xτ ≤ U.

Si t0 ≤ t1. Si ω ∈ A y ω ∈ D, por un lado ı́nf0≤τ≤tn0
τ∈I

Xτ > U y por otro lado

ı́nf0≤τ≤tn1
τ∈I

Xτ ≤ U, lo cual es absurdo.

Si t0 ≥ t1. Si ω ∈ A y ω ∈ D, por un lado sup0≤τ≤tn0
τ∈I

Xτ ≥ V y por otro lado

sup0≤τ≤tn1
τ∈I

Xτ < V, lo cual es también absurdo. De donde se sigue que A ∩D = ∅

Por tanto

P [XT ∈ B] = P [([XT ∈ B] ∩ A) ∪ ([XT ∈ B] ∩D)]

+ P [[XT ∈ B] ∩ (A ∪D)c]

= P [([V ∈ B] ∩ A) ∪ ([U ∈ B] ∩D)]

+ P [[XT ∈ B] ∩ (A ∪D)c]

Veremos que el conjunto {ω : Xt(ω) ∈ (U(ω), V(ω))} tiene probabilidad cero, es
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decir, que casi seguro que la trayectoria se sale de las barreras. Para verlo usaremos

la Ley del Logaritmo Iterado para el movimiento Browniano, que dice lo siguiente:

Si Xt es un movimiento Browniano.

ĺım
t→∞

Xt√
2t log(log t)

c.s.
= 1

Sea ω ∈ Ω, entonces U(ω) = a y V(ω) = b por tanto se tiene que

ĺım
t→∞

Xt√
2t log(log t)

c.s.
= 0

porque suponemos por hipótesis que la trayectoria no sale del intervalo (a, b). Como

existe ĺımite tanto el ĺımite superior como el inferior tienen que coincidir y ser cero,

lo cual contradice la Ley del Logaritmo Iterado. Por tanto

P [XT ∈ B] = P [([V ∈ B] ∩ A) ∪ ([U ∈ B] ∩D)]

Vayamos por partes:

1. Tomamos

ϕn : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ sup0≤τ≤tn
τ∈I

xτ − v

ϕ̂n : R× R× R[0,∞) −→ R

(u, v, x) 7−→ ı́nf0≤τ≤tn
τ∈I

xτ − u

Tomamos ˆ̂ϕ, ˜̃ϕ definidos en el lema anterior.

An =

 sup
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ ≥ V

 ∩
{

ı́nf
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ > U

}
=

(
[ϕn (U, V, X)]−1 [0,∞)

)
∩
(
[ϕ̂n (U, V, X)]−1 (0,∞)

)
=

[
(U, V, X)−1 (ϕ−1

n [0,∞)
)]
∩
[
(U, V, X)−1 (ϕ̂n−1(0,∞)

)]
=

[
(U, V, X)−1 (An1 ∩ An2 )

]
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donde An1 = ϕ−1
n [0,∞) y An2 = ϕ̂n

−1(0,∞)

2.

Dn =

 sup
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ < V

 ∩
{

ı́nf
0≤τ≤tn
τ∈I

Xτ ≤ U

}
=

(
[ϕn (U, V, X)]−1 (−∞, 0)

)
∩
(
[ϕ̂n (U, V, X)]−1 (−∞, 0]

)
=

[
(U, V, X)−1 (ϕ−1

n (−∞, 0)
)]
∩
[
(U, V, X)−1 (ϕ̂n−1(−∞, 0]

)]
=

[
(U, V, X)−1 (An3 ∩ An4 )

]
donde An3 = ϕ−1

n (−∞, 0) y An4 = ϕ̂n
−1(−∞, 0]

3.

[U ∈ B] =
[̂̂ϕ (U, V, X)−1 (B)

]
=

[
(U, V, X)−1

(̂̂ϕ−1
(B)
)]

=
[
(U, V, X)−1 (A2)

]
donde A2 = ̂̂ϕ−1

(B)

4.

[V ∈ B] =
[˜̃ϕ (U, V, X)−1 (B)

]
= (U, V, X)−1

(˜̃ϕ−1
(B)
)

=
[
(U, V, X)−1 (A3)

]
donde A3 = ˜̃ϕ−1

(B)

5.

A =
⋃
n

An =
[
(U, V, X)−1 ((A1

1 ∩ A1
2

)
∪
(
A2

1 ∩ A2
2

)
∪ . . .

)]
=

[
(U, V, X)−1 (A1)

]
donde A1 = ((A2

1 ∩ A2
2) ∪ . . .)
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6.

D =
⋃
n

Dn =
[
(U, V, X)−1 ((A1

3 ∩ A1
4

)
∪
(
A2

3 ∩ A2
4

)
∪ . . .

)]
=

[
(U, V, X)−1 (A4)

]
donde A4 = ((A1

3 ∩ A1
4) ∪ (A2

3 ∩ A2
4) ∪ . . .)

Juntando todo lo anterior

P [XT ∈ B] = P [([V ∈ B] ∩ A) ∪ ([U ∈ B] ∩D)]

= P
[[(

(U, V, X)−1 (A3)
)
∩
(
(U, V, X)−1 (A1)

)]
∪

∪
[(

(U, V, X)−1 (A2)
)
∩
(
(U, V, X)−1 (A4)

)]]
= P

[
(U, V, X)−1 ((A3 ∩ A1) ∪ (A2 ∩ A4))

]
= P

[
(U, V, X)−1 (AB)

]
donde AB = ((A3 ∩ A1) ∪ (A2 ∩ A4)). Por tanto

P [XT ∈ B] = P [(U, V, X) ∈ AB]

Como más adelante nos toparemos con un montón de esperanzas condicionadas, es

hora de que definamos la esperanza condicionada.

Definición 2.17 (esperanza condicionada a que X = x). Sean X definida en (Ω, σ)

e Y definida en (Ω, σ, P) variables aleatorias. Sea E|Y| <∞, llamaremos esperanza

de Y condicionada a que X = x a cualquier función medible g(x) = E(Y|X = x)

satisfaciendo ∫
X−1(A)

YdP =

∫
A

g(x)dPX(x) ∀A ∈ σ{X}
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además, si h es otra función tal entonces

PX{x : g(x) = h(x)} = 1

Definición 2.18 (esperanza condicionada a una σ-álgebra). Sean Y definida en

(Ω, σ, P) integrable y α una σ-álgebra contenida en σ, llamaremos esperanza de Y

condicionada a α a cualquier función integrable h(ω) = E[Y|α](ω) satisfaciendo

∫
A

YdP =

∫
A

hdP ∀ A ∈ α

además, si f es otra de tales funciones

P{ω ∈ Ω : h(ω) = f(ω)} = 1

Observación 2.19.

E[Y|σ(X)] = E[Y|X]

por definición.

Es interesante además tener en cuenta para hacer cálculos la siguiente relación

existente entre esperanzas condicionadas

E[Y|X](ω) = E[Y|X = X(ω)]

Lema 2.20. Sea X una v.a. definida en (Ω, σ, P) y α ⊂ σ En las condiciones de

la definición de esperanza condicionada dada una σ-álgebra tenemos que

E(E(X|α)) = EX

Demostración. Es directo tomando A = Ω en la definición.

Lema 2.21. Sean X, Y vectores aleatorios independientes. Sea ϕ(x, y) una variable
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aleatoria en el espacio producto (R2, β2)×(Ω, σ) tal que E|ϕ(X, Y)| <∞, entonces

E(ϕ(X, Y)|X = x)
c.s.
= Eϕ(x, Y)

De los cuatro lemas siguientes solo los dos últimos se aplican directamente en la

demostración del Teorema. Ánimo, que ya falta menos.

Lema 2.22. X1
t = Xt+τ −Xτ , t ≥ 0 es un movimiento Browniano independiente

de σ{Xs : s ≤ t}.

Demostración.

X1
0 ≡ 0

Sean 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn, (X1
t0
, . . . ,X1

tn) tiene una distribución determi-

nada por

X1
tk
−X1

tk−1
= Xtk+τ −Xtk−1+τ

son v.a.’s independientes normalmente distribuidas de esperanza cero y varianza

tk − tk−1.

Lema 2.23.

T1 = ı́nf{t : Xt ∈ (U1,V1)c}

∃ Tn
1 −→ T1 de manera que

[Tn
1 ≤ t] ∈ σ [Xs : s ≤ t; U1,V1]

Tn
1 toma una cantidad finita de valores.

Demostración.

Tn
1 =


k
n

si k−1
n
< T1 ≤ k

n
, k > 1

1
n

si 0 ≤ T1 ≤ 1
n
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Sea k0 tal que k0
n
≤ t < k0+1

n

{T1 ≤ t} =

{
T1 ≤

k0

n

}
∈ σ

{
Xs : s ≤ k0

n
; U1,V1

}
.

Lema 2.24.

σ {Xt+τ −Xτ , t ≥ 0} independiente de σ {Xs, s ≤ τ ; U1,V1}

Demostración.

P
[
Xt1+τ −Xτ ∈ A1, . . . ,Xtj+τ −Xτ ∈ Aj, Xs1 ∈ B1, . . .Xsi ∈ Bi,

U1 ∈ H1, V1 ∈ G1] = P [Xt1+τ −Xτ ∈ A1, . . . ,Xsi ∈ Bi] ·

P [U1 ∈ H1, V1 ∈ G1] = P
[
Xt1+τ −Xτ ∈ A1, . . . ,Xtj+τ −Xτ ∈ Aj

]
·

P [Xs1 ∈ B1, . . .Xsi ∈ Bi] · P [U1 ∈ H1, V1 ∈ G1]

= P
[
Xt1+τ −Xτ ∈ A1, . . .Xtj+τ −Xτ ∈ Aj

]
·

P [Xs1 ∈ B1, . . . ,Xsi ∈ Bi, U1 ∈ H1, V1 ∈ G1]

Hay que tener en cuenta que σ [Xt, t ≥ 0] es independiente de σ[U1, V1] y que

σ{σ1, σ2} = σ{A ∩B; A ∈ σ1, B ∈ σ2}

Lema 2.25. Sea T1 = ı́nf{t : Xt ∈ (U1,V1)c}

X1
t = Xt+T1 −XT1 , t ≥ 0

es un movimiento Browniano independiente de XT1.

Demostración. Por (2.23) ∃ Tn
1 −→ T1, T1 toma una cantidad finita de valores
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{τnk }1≤k≤kn ,

[Tn
1 ≤ t] ∈ σ [Xs : s ≤ t; U1,V1]

Fijamos n:

[Tn
1 = τnk ] =

{⋂
n

[
T1 ≤ τk −

1

n

]c}
∩ [T1 ≤ τk] ∈ σ{Xs : 0 ≤ s ≤ τnk ; U1,V1}

P
[
Xt1+Tn1

−XTn1
< x1, . . . ,Xtr+Tn1

−XTn1
< xr,XTn1

< xr+1

]
=∑

k

P
[
Xt1+τnk

−Xτnk
< x1, . . . ,Xtr+τnk

−Xτnk
< xr,Xτnk

< xr+1,T
n
1 = τnk

]
Por el lema (2.24) coincide con

∑
k

P
[
Xt1+τnk

−Xτnk
< x1, . . . ,Xtr+τnk

−Xτnk
< xr

]
· P
[
Xτnk

< xr+1, Tn
1 = τnk

]
Por el lema (2.22) será

∑
k

P [Xt1 < x1, . . . ,Xtr < xr] · P
[
Xτnk

< xr+1, Tn
1 = τnk

]
y sacando factor común obtenemos que

P
[
Xt1+Tn1

−XTn1
< x1, . . . ,Xtr+Tn1

−XTn1
< xr,XTn1

< xr+1

]
=∑

k

P
[
Xt1+τnk

−Xτnk
< x1, . . . ,Xtr+τnk

−Xτnk
< xr,Xτnk

< xr+1,T
n
1 = τnk

]
=

P [Xt1 < x1, . . . ,Xtr < xr] · P
[
XTn1

< xr+1

]
(10)

Denotemos X1
t n = Xt+Tn1

− XTn1
. Como Tm

1 −→ T1, por la continuidad de las
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trayectorias X1
t n

c.s−→ X1
t

P
[
X1
t1n

< x1, . . . ,X
1
trn

< xr
]
→ P

[
X1

t1 < x1, . . . ,X
1
tr < xr

]
P
[
X1
t1n

< x1, ..,X
1
trn

< xr,XTm1
< xr+1

]
→ P

[
X1

t1 < x1, ..,X
1
tr < xr,XT1 < xr+1

]
P
[
XTn1

< xr+1

]
→ P [XT1 < xr+1]

Pasando al ĺımite en (10)

P
[
X1
t1
< x1, . . . ,X

1
tn < xn,XT1 < xr+1

]
= P [Xt1 < x1, . . . ,Xtn < xn]·P [XT1 < xr+1]

De aqúı se deduce que X1
t es un movimiento Browniano y es independiente de T1.

Definición 2.26 (Convergencia en ley en Rk). Sea Xn = (X
(n)
1 , . . . ,X

(n)
k ) un vector

aleatorio, decimos que Xn converge en ley a X = (X1, . . . ,Xk) si para toda f

continua y acotada.

Ef(Xn) −→ Ef(X),

se escribe Xn
L−→ X.

Definición 2.27 (Clausura de un conjunto). Para cada E ⊂ R definimos la frontera

de E como ∂E = Ē ∩ Ēc (Ē =clausura de E).

Lema 2.28. Sean Yn, Y variables aleatorias con Yn −→ Y. Entonces para cada

B ∈ β cumpliendo que PY(∂B) = 0, se tiene que

PYn(B) −→ PY(B)

Lema 2.29. Sea {an} ⊂ R tal que ∀ {ank}k existe una nueva subsucesión de {ank}k

convergente al punto a. Entonces an −→ a

Proposición 2.30. Sean X un movimiento Browniano, Y una v.a. cumpliendo que

EY = 0. Existen v.a.’s U, V independientes de X y definidas en el mismo espacio
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probabiĺıstico que X tales que XT
i.d.
= Y, donde

T = ı́nf{t : Xt /∈ (U,V)}

Para una v.a. Y, cumpliendo que EY = 0, EY2 < ∞ existen unas v.a.’s U, V

tales que XT
i.d.
= Y.

Demostración. Supongamos que Y toma un número finito de valores en puntos

ûi ≤ 0, v̂j ≥ 0 con probabilidades p̂i y q̂j respectivamente.

Existen pares (ui, vi) cumpliendo

uipi + viqi = 0 ui ∈ {ûj}, vi ∈ {v̂j}

donde pueden existir i, j i 6= j tales que ui = uj (lo mismo para vi). Notemos que

no estamos definiendo una probabilidad en R. Sin embargo śı podemos definir una

v.a. (U,V) de la siguiente forma

P ((U,V) = (ui, vi)) = pi + qi

porque, si bien puede que algunos ui, vi sean iguales, como pares son todos distintos,

es decir no existe j tal que (ui, vi) = (uj, vj). Lo que queda para ver que P es una

probabilidad en R2 es ∑
i

P ((U,V) = (ui, vi)) = 1

pero es cierto porque ∑
i

pi + qi =
∑
k

p̂k +
∑
r

q̂r = 1

tal como se construyen los pares.

Veamos que

P (XT = ui|(U,V) = (ui, vi)) =
pi

pi + qi
(11)

1) uipi + viqi = 0
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2) P (XT = ui|(U,V) = (ui, vi)) + P (XT = vi|(U,V) = (ui, vi)) = 1

3) Como hemos visto anteriormente

E[XT|U = ui, V = vi]
c.s.
= 0

P̂(ui,vi) = P[XT|(U,V) = (ui, vi)]

es una probabilidad condicionada discreta y en este caso se cumple que

E[XT|U = ui, V = vi] = EP̂(ui,vi)

= uiP (XT = ui|(U,V) = (ui, vi))

+ viP (XT = vi|(U,V) = (ui, vi)) = 0

Usando 1), 2), 3) probamos (11).

Veamos que de lo anterior se sigue que P[XT = ûi] = p̂i.

P[XT = ûi] =
∑
j

P[XT = ûi|(U,V) = (uj, vj)]P[(U,V) = (uj, vj)]

=
∑

j|uj=ûi

P[XT = ûi|(U,V) = (uj, vj)]P[(U,V) = (uj, vj)]

=
∑

j|uj=ûi

P[XT = uj|(U,V) = (uj, vj)]P[(U,V) = (uj, vj)]

=
∑

j|ûi=uj

pj
pj + qj

(pj + qj) =
∑

j|ûi=uj

pj = p̂i

La última igualdad se da por la forma de construir los pares. Por tanto XT
i.d.
= Y.

Sea Y EY = 0, EY2 <∞. Tomamos Yn cumpliendo que EYn = 0, Yn
L−→ Y.

Repitiendo el proceso anterior construimos v.a.’s Un, Vn y unos tiempos de pa-

rada Tn cumpliendo que XTn
i.d.
= Yn.

Supongamos que (Un, Vn) tienen distribución “tight”. Por el tma. de Helly-Bray
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dada {F(Un,Vn)} ⊂ M existe F(Unk
,Vnk

) tal que

F(Unk
,Vnk

)
d−→ F

Como F(Unk
,Vnk

) es “tight”, entonces existe una subsucesión y una v.a. (U,V) tal

que

(Unk , Vnk)
L−→ (U, V)

Tomemos ahora una subsucesión (nk) y consideremos {(Un′k
, Vn′k

)}, lo que acabamos

de probar es que existe una subsucesión (n′k) tal que

(Un′k
, Vn′k

)
L−→ (U, V)

es decir

Ef(Un′k
, Vn′k

) −→ Ef(U, V)

para toda f continua y acotada. Entonces por el lema (2.29)

Ef(Un, Vn) −→ Ef(U, V)

por tanto

(Un, Vn)
L−→ (U, V)

Para esas v.a.’s U, V y para el tiempo de salida asociado T, para I ⊂ (0,∞), por

un argumento similar al descrito en el anterior teorema tenemos que

(P[XT ∈ I|U, V]) (ω) = P[XT ∈ I|U = u, V = v] = E[I[XT∈ I]|U = u, V = v]

c.s.
= E[I[XTu,v∈ I]] = P[XTu,v ∈ I]

=


|u|
|u|+|v| si v ∈ I

0 en otro caso

 = g(u, v) ∀ω ∈ Ω
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entonces

P[XT ∈ I|U, V] = I[ω:V(ω)∈ I]
|U|

|U|+ |V|
= g(U, V)

Del mismo modo

P[XTn ∈ I|Un, Vn] = g(Un, Vn)

Si P (Y ∈ ∂I) = P (V ∈ ∂I) = 0. Entonces, aplicando el lema (2.28)

P(Y ∈ I) = ĺım
n

P(Yn ∈ I),

por otro lado

Eg(Un, Vn) =
∑
in

g(uin , vin)P[(Un, Vn) = (uin , vin)]

=
∑
in

P[XTn ∈ I|(Un, Vn) = (uin , vin)] · P[(Un, Vn) = (uin , vin)]

= P[XTn ∈ I].

Juntando todo lo anterior

P(Y ∈ I) = ĺım
n

P(Yn ∈ I) = ĺım
n

P(XTn ∈ I)

= ĺım
n
Eg(Un, Vn) = Eg(U, V)

= P(XT ∈ I)

la última igualdad resulta de aplicar el lema (2.20). La misma prueba sirve para

I ⊂ (0,−∞). Juntándolo todo tenemos que

P(Y ∈ A) = P(XT ∈ A) ∀ A ∈ β

porque en particular están los intervalos, por tanto XT
i.d.
= Y.

Por fin, aqúı tenemos el

28



Teorema 2.31 (Representación de Skorokhod). Dada una sucesión de v.a.i.i.d.

{Yn}n cumpliendo EY1 = 0, EY2
1 = σ2 < ∞, si llamamos Sn = Y1 + · · · + Yn,

existen un espacio de probabilidad, un movimiento Browniano {Xt∗} y una sucesión

{Tn}n de v.a.i.i.d. y no negativas definidas en el mismo espacio tales que la sucesión

XT1 ,XT1+T2 , · · · , tiene la misma distribución que {Sn}n, y ET1 = σ2.

Demostración. Sean (Un, Vn)n una sucesión de v.a.i.i.d.’s y Xt un movimiento Brow-

niano definidos en el mismo espacio probabiĺıstico tales que σ {Xt : t ≥ 0} y

σ {Un, Vn, n = 1, . . .} son independientes. Esto se consigue tomando como espacio

el espacio producto

(Ω, σ, P) = (Ω1 × Ω2, σ1 × σ2, P1 × P2)

donde (Ω1, σ1, P1) es el espacio en el que está definido el movimiento Browniano y

(Ω2, σ2, P2) es en el que está definida la sucesión (Un, Vn)n.

Supongamos que Un ≤ 0 ≤ Vn. Definimos

T1 = ı́nf{t : Xt ∈ (U1,V1)c}

T1 es una variable aleatoria por el lema (2.3).

Además, σ{Xt+τ −Xτ , t ≥ 0} es independiente de σ{Xs, s ≤ t, U1,V1} por el

lema (2.24).

Sea X1
t = Xt+T1−XT1 , t ≥ 0. Por el lema (2.25) X1

t es un movimiento Browniano

independiente de XT1 .

Sea T2 el tiempo de salida de X1
t de (U2,V2), veamos que X1

T2
tiene la misma

distribución que XT1 .

Aplicando el lema (2.16)

P [XT1 ∈ B] = P
[(

U1, V1, X1
)
∈ AB

]
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Como

P
[
X1

T2
∈ B

]
= P

[(
U2,V2,X

1
)
∈ AB

]
y como X

i.d.
= X1, U1

i.d.
= U2, V1

i.d.
= V2 y son independientes entonces (U1,V1,X)

y (U2,V2,X
1) están i.d.’s. y XT1 y XT2 tienen la misma distribución. Repitiendo

este procedimiento podemos construir variables

XT1+···+Tk −XT1+···+Tk−1

independientes e igualmente distribuidas. El truco está en elegir U1, V1 para que se

cumpla que XT1 tenga la misma distribución que Y1. Sean U1, V1, E|XT1|2 <∞

Veamos que

E(X(T1)|U1,V1)
c.s.
= 0,

vamos a aplicar el lema (2.21), para ello sea I numerable, denso en [0,∞). Sean

Π1, Π2, Zt dadas por

Π1((a, b), x) = a

Zt((a, b), x) = xt

Π2((a, b), x) = b

Para cada r, k ∈ N definimos

Ak,1r =

{[
Ztr < Π1 +

1

k
, Zts ∈

(
Π1 −

1

k
,Π2 +

1

k

)
si ts < tr

]
∩ [Π2 > Π1]

}
Ak,2r =

{[
Ztr > Π2 −

1

k
, Zts ∈

(
Π1 −

1

k
,Π2 +

1

k

)
si ts < tr

]
∩ [Π2 > Π1]

}

ϕr =
∑
k

ZtrIAkr para cada r ∈ N

Sean A1 =
⋃
r,k A

k,1
r , A2 =

⋃
r,k A

k,2
r

ϕ =

(
sup
r
ϕr

)
[IA1 ] +

(́
ınf
r
ϕr

)
[IA2 ]
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Si x es una aplicación continua, con x(0) = 0, a < 0, b > 0.

ϕ(x) = x(́ınft{xt /∈(a,b)})

Aśı que

E(XT1|U1, V1)(ω) = E(XT1|U1 = U1(ω), V1 = V1(ω))

= E(XT1|U1 = a, V1 = b)
c.s.
= E(XTa b) = 0

donde Ta b es el tiempo de salida del intervalo (a, b), la última igualdad se obtiene

al aplicar el lema (2.10).

Del mismo modo vemos que

E(X2
T1
|U1, V1)

c.s.
= E(T1|U1, V1)

aplicando de nuevo el lema (2.21), pero esta vez a la aplicación

ϕ(x) = x2
(́ınft{xt /∈(a,b)})

El siguiente paso es probar que

E(XT1) = 0, E(X2
T1

) = ET1,

para ello haremos uso del lema (2.20)

E(XT1) = E(E(XT1|U1, V1)) = E(0) = 0
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por otro lado

E(X2
T1

) = E(E(X2
T1
|U1, V1)) = E(E(T1|U1 V1)) = E(T1)

De lo anterior se deduce que, si XT1

i.d.
= Y1 entonces

EY1 = EXT1 = 0

y

σ2 = EY2
1 = EX2

T1
= ET1.

Aśı que EY1 = 0 es una condición necesaria para que existan v.a.’s U1, V1 tales

que XT1 tenga la misma distribución que Y1.

Para ver que es además suficiente, comencemos por observar que si Y1 toma

solo dos valores, entonces aplicando el corolario (2.12) XT1

i.d.
= Y1. Esto se puede

generalizar para cualquier v.a. Y cumpliendo que EY = 0 y EY2 < ∞, como

veremos en la proposición (2.30).

Por último, veamos que una vez elegidos U, V para que se cumpla XT1

i.d.
= Y1,

(XT1 , XT1+T2 , . . .)
i.d
= (S1, S2, . . .)

Si podemos expresar XT1+···+Tn como suma de v.a.i.i.d.’s X1, . . . ,Xn tales que

X1
i.d.
= Y1, entonces

(X1,X2, . . .)
i.d.
= (Y1,Y2, . . . ,Yn).

Tomamos

ϕ : Rn −→ Rn

(x1, x2, . . . , xn) 7−→ (x1, x1 + x2, . . . , x1 + . . .+ xn)
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que es v.a. porque es continua.

Se puede ver que si X,Y son dos v.a.’s tales que X
i.d.
= Y entonces ϕ(X)

i.d.
= ϕ(Y).

En nuestro caso

X1 = XT1

X2 = XT1+T2 −XT1

· · · · · ·

Xn = XT1+···+Tn −XT1+···+Tn−1

Como hemos visto, X1, . . . ,Xn son v.a.i.i.d.’s, sumando todo

X1 + · · ·+ Xn = XT1+···+Tn

y como XT1

i.d.
= Y1 por la elección de U y V entonces X1

i.d.
= Y1 y

ϕ(X1, . . . ,Xn)
i.d.
= ϕ(Y1, . . . ,Yn)

por tanto

(S1,S2, . . . ,Sn)
i.d.
= (XT1 ,XT1+T2 , . . . ,XT1+···Tn)

3. Donsker y los Principios de Invariancia

Definición 3.1 (Convergencia en ley de procesos). Queda por escribir

Lema 3.2. Sean Xn, X, Yn, Y v.a.’s. Si Xn
c.p−→ X y Yn

c.p−→ Y

XnYn
c.p−→ XY

Lema 3.3. Dadas las v.a.’s {Xn} y X definidas en el espacio probabiĺıstico (Ω, σ, P),
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son equivalentes

1. ĺımn Xn
c.s
= X

2. Para todo ε > 0 se cumple que

ĺım
n

P

[{
sup
m≥n
|Xm −X| > ε

}]
= 0

Teorema 3.4. Sean Y1, Y2, . . . v.a.i.i.d. EY1 = 0, V arY1 = σ2 <∞,

Sn = Y1 + . . . + Yn. Definimos el proceso X
(n)
t =

S[nt]+1

σ
√
n

, t ∈ [0, 1]. Entonces existe

para cada n un proceso {X̃(n)
t } que tiene la misma distribución que {X(n)

t }, definidos

ambos en un mismo espacio de probabilidad, y existe una subsucesión {nk} para la

que

sup
0≤t≤1

∣∣∣X̃(nk)
t −Xt

∣∣∣ c.s−→ 0

Demostración. Supongamos que EY2
1 = 1. Sea (Ω, σ, P) un espacio de probabili-

dad construido como en el teorema (2.31). Para cada n consideramos el movimiento

Browniano {Xn
t =
√
nXt/n}. Construimos la sucesión T

(n)
1 , T

(n)
2 , . . . usando el mo-

vimiento Xn
t como en el teorema (2.31). Entonces la sucesión Sk tiene la misma

distribución que Xn

T
(n)
1 +···+T

(n)
k

. Aśı pues, el proceso {X(n)
t } tiene la misma distribu-

ción que

X
T

(n)
1 +···+T

(n)
[nt]+1

n

= X̃
(n)
t

Como hemos visto en el teorema (2.31), la sucesión T
(n)
1 , T

(n)
2 , . . . es una sucesión de

v.a.i.i.d. tales que ET
(n)
1 = 1 (porque EY2

1 = 1), y T
(n)
1 tienen la misma distribución

para todo n por (2.16).

Tomando k = [nt] + 1 para cada t, tenemos que por la L.D.G.N.

T
(n)
1 + · · ·+ T

(n)
k

k

c.p−→ 1
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Como

t+
1

n
=
nt+ 1

n
≥ [nt] + 1

n
≥ nt

n
= t

aplicando la regla del sandwich ĺımn
[nt]+1
n

= t. Utilizando el lema (3.2)

T
(n)
1 + · · ·+ T

(n)
[nt]+1

n

c.p−→ t

si vemos que

Wn = sup
0≤t≤1

∣∣∣∣∣T
(n)
1 + · · ·+ T

(n)
[nt]+1

n
− t

∣∣∣∣∣ c.s−→ 0

Sea ω ∈ A y ε > 0.

El conjunto A = {ω : Wn(ω) −→ 0} tiene probabilidad 1. Sea ω ∈ A y ε > 0. Por

la continuidad de las trayectorias ∃ δ > 0 tal que

t, t′ ∈ [0, 1], |t− t′| < δ ⇒ |Xt −Xt′| < ε.

Por ser ω ∈ A, existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0, t ∈ [0, 1] entonces

∣∣∣∣∣T
(n)
1 + · · ·+ T

(n)
[nt]+1

n
− t

∣∣∣∣∣ < δ.

Por tanto

sup
0≤t≤1

∣∣∣X̃(n)
t −Xt

∣∣∣ c.s−→ 0

Lo que se puede probar fácilmente es que Wn
c.p−→ 0, lo cual es suficiente porque

entonces existe una subsucesión (nk)k tal que Wnk

c.s−→ 0 y habremos demostrado

lo que queŕıamos.
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Escribimos T̄
(n)
k = T

(n)
k − 1, entonces ET̄

(n)
k = 0 y

Wn = sup
0≤t≤1

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

n
+

(
[nt] + 1− nt

n

)∣∣∣∣∣
≤ sup

0≤t≤1

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

n

∣∣∣∣∣+ sup
0≤t≤1

[nt] + 1− nt
n

Si llamamos θn(t) = [nt] + 1− nt, tenemos que θn(t) ≤ 1 y

Wn = sup
0≤t≤1

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

n

∣∣∣∣∣+
θ̂n(t)

n

A partir de ahora no vamos a arrastrar en nuestros cálculos el término θ̂n(t)
n

porque

al pasar al ĺımite tenderá a cero.

Ŵn = sup
0≤t≤1

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

n

∣∣∣∣∣
Ahora dividimos el intervalo [0, 1] en [0, ε] y [ε, 1].

Ŵ′
n =

(
ε+

1

n

)
sup

0≤t≤ε

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

[nt] + 1

∣∣∣∣∣
≤

(
ε+

1

n

)
sup
k≥1

∣∣∣∣∣T̄(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
k

k

∣∣∣∣∣ =

(
ε+

1

n

)
M (n)

La distribución de M (n) es la misma que la de M (1) porque la distribución de T̄
(n)
s

es la misma que la de T̄
(1)
s . Ahora escribimos

Ŵ′′
n =

(
1 +

1

n

)
sup
ε≤t≤1

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

[nt] + 1

∣∣∣∣∣
≤

(
1 +

1

n

)
sup

k≥[εn]+1

∣∣∣∣∣T̄(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
k

k

∣∣∣∣∣
La desigualdad se da porque k = [nt] + 1 ≥ [ε · n] + 1. La cota anterior tiene la
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misma distribución que

sup
k≥[εn]+1

∣∣∣∣∣T̄(1)
1 + · · ·+ T̄

(1)
k

k

∣∣∣∣∣
porque la distribución de T̄

(n)
s es la misma que la de T̄

(1)
s .

Por la L.F.G.N.

T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
k

k

c.s−→ 0 (12)

aśı que Ŵ′′
n

c.p−→ 0, por el lema (3.3)

Ŵn ≤ Ŵ′
n + Ŵ′′

n porque

si 0 ≤ t ≤ ε entonces

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

n

∣∣∣∣∣ ≤
(
ε+

1

n

) ∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

[nt] + 1

∣∣∣∣∣
y si ε ≤ t ≤ 1 entonces

∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

n

∣∣∣∣∣ ≤
(

1 +
1

n

) ∣∣∣∣∣T̄
(n)
1 + · · ·+ T̄

(n)
[nt]+1

[nt] + 1

∣∣∣∣∣
Sean x, ε > 0

{
Ŵ′

n + Ŵ′′
n > x

}
⊆
{

Ŵ′
n >

x

2

}
∪
{

Ŵ′′
n >

x

2

}

Tomando probabilidades

P
(
Ŵn > x

)
≤ P

(
Ŵ′

n >
x

2

)
+ P

(
Ŵ′′

n >
x

2

)
≤ P

((
ε+

1

n

)
M (1) >

x

2

)
+ P

(
Ŵ′′

n >
x

2

)

Pasando al ĺımite, como no podemos asegurar que exista ĺım P
(
Ŵn > x

)
tenemos

que tomar ĺımites superiores, y como

ĺım P
(
Ŵn > x

)
≤ ĺım P

(
Ŵn > x

)

si probamos que ĺım P
(
Ŵn > x

)
≤ 0, los dos ĺımites existirán y serán iguales, por
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tanto el ĺımite que queremos será cero.

ĺım P
(
Ŵn > x

)
≤ ĺım P

((
ε+

1

n

)
M (1) >

x

2

)
= ĺım P

(
εM (1) >

x

2

)
, ∀ ε > 0

porque Ŵ′′
n

c.p−→ 0. Entonces

ĺım P
(
Ŵn > x

)
= 0

por tanto Ŵn
c.p−→ 0

Veamos ahora que Ŵ′′
n

c.p−→ 0. Por (12) y usando el lema (3.3) tenemos que

ĺım
m

P

[{
sup
k≤m

∣∣∣∣∣T̄(1)
1 + · · ·+ T̄

(1)
k

k

∣∣∣∣∣ > x

}]
= 0

que es lo que queŕıamos.

Después de enunciar el anterior teorema nos damos cuenta de la similitud del teorema

de representación de sumas de Skorokhod y otro Teorema de Representación de

Skorokhod que se da en los cursos básicos de cálculo de probabilidades y que dice

lo siguiente

Teorema 3.5 (de Representación de Skorokhod). Sean {Xn}n una sucesión de v.a.’s

reales y X una v.a. real definidas en (Ω, σ,P) tales que

Xn
L−→ X,

entonces existe un espacio de probabilidades (Ω′, σ′,P′) y unas v.a.’s Y, {Yn}n tales

que PX = PY, PXn = PYn y

Yn
c.s−→ Y

El Teorema de Representación de sumas proporciona un proceso X̃t

(n)
(y un espacio

de probabilidades en el que está definido), que está igualmente distribuido a otro

38



proceso X
(n)
t que es del que partimos inicialmente, para el cual podemos hablar de

convergencia casi seguro.

Teorema 3.6 (Donsker). Sean Y1, Y2, . . . v.a.i.i.d. EY1 = 0, V arY1 = σ2 < ∞,

Sn = Y1 + . . .+ Yn. Definimos X
(n)
t =

S[nt]+1

σ
√
n

, entonces

X
(n)
t

L−→ Xt

Donde Xt es cualquier proceso con la misma distribución que el movimiento Brow-

niano.

Demostración. Por el teorema (3.4) existe para cada n un proceso {X̃(n)
t } que tiene

la misma distribución que {X(n)
t }, definidos ambos en un mismo espacio de proba-

bilidad, y existe una subsucesión {nk} para la que

sup
0≤t≤1

∣∣∣X̃(nk)
t −Xt

∣∣∣ c.s−→ 0

Entonces X̃
(nk)
t

c.s−→ Xt, por tanto X̃
(nk)
t

c.p−→ Xt. Como {X̃(nk)
t } tiene la misma

distribución que {X(nk)
t } se sigue que X

(nk)
t

c.p−→ Xt, luego X
(nk)
t

L−→ Xt.

Tomemos una subsucesión (nk) y consideremos el movimiento browniano {X(nk)},

por lo que acabamos de probar existe una subsucesión (n′k) tal que X(n′k) L−→ X, es

decir,

(aqúı es donde hace falta saber cuál es la definición de convergencia de procesos)

Por el lema (2.29) es decir

X
(n)
t

L−→ Xt

Definición 3.7. D es la clase de las funciones x(t), 0 ≤ t ≤ 1, tales que x(t−), x(t+)

existen para todo t ∈ (0, 1), y x(t+) = x(t). También, x(0+) = x(0), x(1−) = x(1).
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Definimos una métrica ρ (x(·), y(·)) en D por

sup
0≤t≤1

|x(t)− y(t)|

Definición 3.8. Para H(x(·)) definida en D, sea G el conjunto de todas las fun-

ciones x(·) ∈ D tales que H es discontinua en x(·) para la métrica ρ. Si existe un

conjunto G1 ∈ β[0,1] tal que G ⊂ G1 y para un movimiento Browniano normalizado

{Xt}, P (X(·) ∈ G1) = 0, llamamos a H B-continua casi seguro.

Teorema 3.9 (Principio de Invariancia). Sea H definida en D B-continua c.s. Con-

sideramos un proceso del tipo

X
(n)
t =

S[nt]+1

σ
√
n

donde las Sn son sumas de v.a.i.i.d. Y1, Y2, . . . con EY1 = 0, EY2
1 = σ2. Supon-

gamos que las H
(
X(n)(·)

)
son variables aleatorias. Entonces

H
(
X(n)(·)

) L−→ H (X(·)) ,

donde {Xt} es un movimiento Browniano normalizado.

Observación 3.10. Anteriormente hemos descrito el espacio en el que vamos a defi-

nir H, hemos tomado dicho espacio porque necesitamos que en él estén definidos el

proceso X
(n)
t y el movimiento Browniano Xt. Las trayectorias del movimiento Brow-

niano son continuas pero las del proceso X
(n)
t no, sino que cumplen otras propiedades

como la de ser continua por la derecha, de ah́ı que hayamos tomado el espacio D

con esas caracteŕısticas. En [Bil68] el espacio considerado no es D, es el conjunto

de las funciones continuas en [0, 1], C([0, 1]). Por tanto, en ese caso ya no se puede

tomar el X
(n)
t definido anteriormente, hay que añadir algo para que las trayectorias

del proceso se vuelvan continuas, y habrá un Principio de Invariancia que se pueda

aplicar a dicho proceso.
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4. Aplicaciones del Principio de Invariancia

4.1. Estad́ısticos de Kolmogorov-Smirnov

Problema:Estimación de la diferencia entre la distribución emṕırica (de una mues-

tra) y la teórica.

Definición 4.1 (Función de distribución emṕırica). Sean {Xn}n∈N v.a.i.i.d., llama-

mos función de distribución de la muestra a

F̂n(x, ω) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x] (Xk(ω))

nF̂n(x, ω) es la suma de n v.a.i.i.d. Bernouilli I(−∞,x] (Xk(ω)), es decir, una caminata

aleatoria.

Primera aproximación: L.F.G.N.

EF̂n(x, ω) = F (x), aplicando la L.F.G.N., para un x fijo

F̂n(x, ω)
c.s−→ F (x)

Segunda aproximación: T.C.L.

V arF̂n(x, ω) = F (x)(1− F (x)). Para un x fijo tenemos que

√
n
(
F̂n(x, ω)− F (x)

)
L−→ Z

donde Z es cualquier v.a. con distribución N (0, F (x)(1− F (x))).

Lo que queremos es estimar la diferencia para todo x. La solución está en considerar

el estad́ıstico de Kolmogorov-Smirnov.

Objetivo: Encontrar un estad́ıstico para determinar si los datos de una muestra

vienen de cierta distribución continua.
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Definición 4.2 (Estad́ıstico de Kolmogorov-Smirnov). Si F̂n(x, ω) es una distribu-

ción emṕırica y F (x) es una distribución continua, llamamos estad́ıstico de Kolmogorov-

Smirnov a

Dn =
√
n sup
x∈R

∣∣∣F̂n(x, ω)− F (x)
∣∣∣

Definición 4.3 (Puente Browniano). Dado un movimiento Browniano {Xt} definido

en [0, 1], llamamos puente Browniano al movimiento Browniano Bt = Xt − tX1

Bajo la hipótesis nula de que los datos vienen de una distribución conocida F (x),

aplicando el Principio de Invariancia tomando

H(x) = sup
0≤t≤1

|x(t)− tx(1)|

(que es continua en D) después de haber reescrito Dn en la forma

Dn =
√
n sup0≤t≤1

∣∣∣X(n)
t − tX1

∣∣∣ tenemos la siguiente convergencia

Dn
L−→ sup

0≤t≤1
|Bt|

Observación 4.4. Si consideramos D̂n = supx

∣∣∣F̂n(x, ω)− F (x)
∣∣∣, si los datos de la

muestra vienen de una distribución F , por el teorema de Glivenko-Cantelli D̂n
c.s−→ 0.

Sin embargo, si multiplicamos por
√
n el ĺımite no es cero sino que es un no, de lo

que se sigue que asintóticamente la convergencia resulta ser como la de 1√
n

4.1.1. Test de Kolmogorov-Smirnov

H0: Los datos de la muestra vienen de cierta distribución F .

H1: Los datos de la muestra no vienen de la distribución F .

La hipótesis nula será rechazada a un nivel de significancia α si Dn > cα. Hemos

obtenido cα de P
(
sup0≤t≤1 |Bt| ≤ cα

)
= 1− α

42



4.2. Distribución ĺımite del máximo de las sumas parciales

Volviendo al juego del lanzamiento de moneda, queremos saber cuál es la probabili-

dad de que el máximo de las ganancias del jugador sea menor que cierto valor. Para

averiguarlo vamos a introducir un principio muy importante en la teoŕıa de camina-

tas aleatorias que es el Principio de Reflexión. También se usa en la búsqueda de la

distribución de la proporción de veces en las que gana el jugador (ley del arcoseno),

y que veremos más adelante aunque sin demostración.

Ahora unas definiciones.

Definición 4.5.

Una caminata aleatoria S1,S2, . . . determina una trayectoria uniendo los puntos del

plano (i,Si).

Sea A = (x, y), llamamos A′ a su simétrico con respecto al eje de tiempos, es decir,

A′ = (x,−y).

Lema 4.6 (Principio de Reflexión). El número de trayectorias de A a B que tocan

o cruzan el eje t es igual al número de todas las trayectorias de A′ a B

Figura 1: Principio de Reflexión

Demostración. Sean los puntos como en (figura 1) A = (At, SAt), B = (Bt, SBt).

Sea

T0 = (SAt , SAt+1, . . . , SBt)
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una trayectoria entre A y B tal que ST = 0 y SAt > 0, . . . , ST−1 > 0 ((T, 0) es el

primer vértice en el eje t). Entonces

T̃0 = (−SAt , −SAt+1, . . . , ST−1, 0, ST+1, . . . , SBt)

es una trayectoria que va de A′ a B, ST = 0 y −SAt < 0, . . . ,−ST−1 < 0 ((T, 0) es

el primer vértice en el eje t).

Tenemos que ver que

R : T −→ T̃

T0 7−→ T̃0

es una aplicación biyectiva, donde

T = {trayectorias de A a B que cruzan t}

T̃ = {trayectorias de A′ a B}

Es aplicación: T0 determina su imagen de manera única.

Es inyectiva:

R(T̃0) = R(T̃1)(
−S0

At , . . . , S
0
T−1, 0, S0

T+1, . . . , S
0
Bt

)
=

(
−S1

At , . . . , S
1
T−1, 0, S1

T+1, . . . , S
1
Bt

)
(
S0
At , . . . , S

0
Bt

)
=

(
S1
At , . . . , S

1
Bt

)
Es suprayectiva:

Sea

T̃0 =
(
−S0

At , −S
0
At+1, . . . , 0, . . . , SBt

)
∈ T̃

entonces

T0 =
(
S0
At , . . . , S

0
T , . . . , S

0
Bt

)
por tanto R(T0) = T̃0
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Lema 4.7. Sean Y1, Y2, . . . v.a.’s Bernouilli con P [Yn = 1] = P [Yn = −1] = 1
2
,

EYn = 0, V arYn = 1.

Demostración. Sea a un entero no negativo, entonces

P

[
máx

0≤i≤n+1
Si ≥ a

]
= 2P [Sn > a] + P [Sn = a]

Sea Mi+1 = máx0≤j≤i+1 Sj

Ω = {Sn+1 > a} ∪ {Sn+1 = a} ∪ {Sn+1 < a} disjuntos

{Mn+1 ≥ a} = {Mn+1 ≥ a, Sn+1 > a} ∪ {Mn+1 ≥ a, Sn+1 = a}

∪ {Mn+1 ≥ a, Sn+1 < a}

= {Mn+1 ≥ a, Sn+1 > a} ∪ {Sn+1 = a} ∪ {Mn+1 ≥ a, Sn+1 < a}

= {Sn+1 > a} ∪ {Sn+1 = a} ∪ {Mn+1 ≥ a, Sn+1 < a} disjuntos

Por tanto P [Mn+1 ≥ a] − P [Sn+1 = a] = P [Sn+1 > a] + P [Mn+1 ≥ a, Sn+1 < a]

Aplicando el Principio de Reflexión (4.6), el número de trayectorias que cumplen

que Mn+1 ≥ a y Sn+1 < a es el mismo que el de las que cumplen que Mn+1 ≥

a y Sn+1 > a. Si vemos que cada trayectoria tiene la misma probabilidad se sigue

que

P [Mn+1 ≥ a, Sn+1 < a] = P [Mn+1 ≥ a, Sn+1 > a] .

Si T0 =
(
S0

1 , S
0
2 , . . . , S

0
n+1

)
es una trayectoria

P [(S1, S2, . . . ,Sn+1) = T0] = P
[
S1 = S0

1 , . . . ,Sn+1 = S0
n+1

]
= P

[
Y1 = Y 0

1 , Y2 = Y 0
2 , . . . ,Yn+1 = Y 0

n+1

]
= P

[
Y1 = Y 0

1

]
· · ·P

[
Yn+1 = Y 0

n+1

]
=

1

2
· · · 1

2
=

1

2n+1
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Sean Y1, Y2, . . . v.a.i.i.d.’s cumpliendo EY1 = 0, EY2
1 = σ2 < ∞. Sea X

(n)
t =

S[nt]+1

σ
√
n

, por Donsker existe Xt movimiento browniano definido en D tal que

X
(n)
t

L−→ Xt

Vamos a aplicar el Principio de Invariancia. Sea H(x) = sup0≤t≤1 x(t), que es una

función continua en D ⊂ R[0,1), veamos esto. sup0≤t≤1 x(t) es continua en D (espacio

métrico con norma ρ(x(t), y(t)) = sup0≤t≤1 |x(t)− y(t)|) si ∀ ε > 0

∃ δ > 0 t.q si sup
0≤t≤1

|x(t)− y(t)| < δ, entonces

∣∣∣∣ sup
0≤t≤1

x(t)− sup
0≤t≤1

y(t)

∣∣∣∣ < ε

H(x) = sup0≤t≤1 x(t) es continua si

sup
0≤t≤1

|x(t)− y(t)| < ε⇒ | sup
0≤t≤1

x(t)− sup
0≤t≤1

y(t)| < ε

Supongamos que

sup
0≤t≤1

x(t) ≤ sup
0≤t≤1

y(t)

entonces

x(t0) ≤ sup
0≤t≤1

x(t) ≤ sup
0≤t≤1

y(t), ∀t0 ∈ [0, 1] (13)

Si |x(t0)− y(t0)| ≤ ε⇒ y(t0)− ε ≤ x(t0) ≤ sup
0≤t≤1

x(t), ∀ t0

entonces

sup
0≤t≤1

y(t) ≤ sup
0≤t≤1

x(t) + ε. (14)

Por (13) y (14)

| sup
0≤t≤1

x(t)− sup
0≤t≤1

y(t)| < ε
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Entonces

sup
0≤t≤1

X
(n)
t

L−→ sup
0≤t≤1

Xt

pero

sup
0≤t≤1

X
(n)
t = sup

0≤t≤1

S[nt]+1

σ
√
n

= máx
0≤t≤1

S[nt]+1

σ
√
n

= máx
1≤i≤n+1

Si
σ
√
n

= máx
0≤i≤n+1

Si
σ
√
n

la última igualdad se da porque definimos S0 = 0. Implica

1

σ
√
n

máx
0≤i≤n+1

Si
L−→ sup

0≤t≤1
Xt

Aśı que si conocemos la distribución de sup0≤t≤1 Xt conoceremos la distribución

ĺımite de 1
σ
√
n

máx0≤i≤n+1 Si

Como el Principio de Invariancia es válido para cualesquiera v.a.i.i.d’s Y1, Y2, . . .

con EY1 = 0 y EY2
1 = σ2 < ∞, si calculamos la distribución ĺımite para un caso

particular de variables cumpliendo las hipótesis anteriores, la tendremos calculada

para cualquier sucesión de variables cumpliendo dichas hipótesis.

Sea α un número real no negativo y an = −[−α
√
n]

P

[
máx

0≤i≤n+1
Si ≥ α

√
n

]
= P

[
máx

0≤i≤n+1
Si ≥ an

]
= 2P [Sn+1 > an] + P [Sn+1 = an] (15)

Por el T.C.L.

P [Sn+1 > an] −→ P [Z > α] Z es cualquier v.a. N(0, 1) (16)

Como Yn son Bernouilli, Sn+1 sigue una distribución binomial, P [Sn+1 = an] =(
n+1
an

) (
1
2

)n+1
, entonces

P [Sn+1 = an] =
(n+ 1)n · · · ((n+ 1)− an + 1)

an!2n+1
−→ 0
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De (16)

P

[
máx

0≤i≤n+1
Si ≥ α

√
n

]
−→ 2P [Z > α]

aśı que tiene que ser

P

[
sup

0≤t≤1
Xt ≥ α

]
= 2P [Z > α]

1− P

[
sup

0≤t≤1
Xt < α

]
= 2 (1− P [Z ≤ α])

P

[
sup

0≤t≤1
Xt < α

]
= 2P [Z ≤ α]− 1 = 1− 2P [Z > α]

= 2P [0 ≤ Z ≤ α] =
2√
2π

∫ α

0

exp

(
−u

2

2

)
du

Ahora

P

[
máx

0≤i≤n+1

Si√
n
≤ α

]
−→ P

[
sup

0≤t≤1
Xt ≤ α

]
por el Principio de Invariancia.

P

[
sup

0≤t≤1
Xt ≤ α

]
= P

[⋂
k

{
máx

0≤i≤n+1

Si√
n
< α +

1

k

}]
Ak+1⊂Ak

= ĺım
k

P

[
máx

0≤i≤n+1

Si√
n
< α +

1

k

]
= ĺım

k

[
1− 2P

[
Z > α +

1

k

]]
= 1− 2 ĺım

k
P

[
Z ≥ α +

1

k

]
= 1− 2P [Z > α] =

2√
2π

∫ α

0

exp

(
−u

2

2

)
du

Entonces

P

[
1√
n

máx
0≤i≤n+1

Si ≤ α

]
−→ 2√

2π

∫ α

0

exp

(
−u

2

2

)
du, α ≥ 0,

por tanto

Teorema 4.8. Si nos encontramos en las hipótesis del Principio de Invariancia
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(Y1, Y2, . . . v.a.i.i.d.’s con EY1 = 0, EY2
1 = σ2 <∞)

P

[
1

σ
√
n

máx
0≤i≤n+1

Si ≤ α

]
−→ 2√

2π

∫ α

0

exp

(
−u

2

2

)
du, α ≥ 0

4.3. Ley del arco-seno

Sean S1,S2, . . . las ganancias de un jugador del juego de lanzamiento de moneda.

Sea Nn el número de veces en las que el jugador gana en los primeros n lanzamientos

Nn = {número de k; k ≤ n, Sk > 0}.

La proporción de tiempo en el que el jugador gana en los primeros n lanzamientos

es

Wn =
Nn

n
.

¿Existe una distribución ĺımite para Wn y, en caso de que exista, cuál es?

Definamos Z
(n)
t = S[nt], t ∈ [0, 1]. Denotamos a la medida de Lebesgue por l;

entonces

Wn = l{t; Z
(n)
t > 0, 0 ≤ t ≤ 1}

Ahora, Z
(n)
t no converge a nada en ningún sentido, pero por el tma. de Donsker,

escribiendo X
(n)
t =

S[nt]√
n

tenemos

X
(n)
t

L−→ Xt

donde Xt es un movimiento Browniano normalizado.

Tomando H(x) =“medida” de Lebesgue del tiempo en el que el jugador va ga-

nando, tenemos que

H(X(n)) = Wn = l{t; X
(n)
t > 0, 0 ≤ t ≤ 1}
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y

H(X) = W = l{t; Xt > 0, 0 ≤ t ≤ 1}

W es justamente la proporción de tiempo en el que la part́ıcula del movimiento

Browniano se encuentra en el eje positivo durante [0, 1].

Aplicando el Principio de Invariancia

Wn
L−→W

Una prueba, basada en la combinatoria, de que en el juego de lanzamiento de

moneda la proporción de veces Wn en las que el jugador gana en los primeros n

lanzamientos tiene como distribución ĺımite

ĺım P [Wn < x] =
2

π
arcsin

√
x

4.4. Ley del logaritmo iterado para sumas

Lema 4.9 (Primer lema de Borel-Cantelli). Sea (Ω, σ, P) un espacio probabiĺısti-

co. Sean {An}n∈N ⊂ σ tal que
∑

n P(An) < ∞. Entonces P
[
ĺımnAn

]
= 0, donde

ĺımnAn =
⋂
n

(⋃
k≥nAk

)
.

Lema 4.10. Sean {Xn} v.a.’s reales, a ∈ R.

{ĺımXk(ω) ≤ a} ⊃ ĺım{ω : Xk(ω) < a}

Demostración.

ĺım{ω : Xk(ω) < a} =
⋃
n

⋂
k≥n

{ω : Xk(ω) < a}
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Sea ω ∈ ĺım{ω : Xk(ω) < a}, entonces

∃ n ∈ N tal que ∀ k ≥ n Xk < a

∃ n ∈ N tal que sup
k≥n

Xk < a

entonces ı́nfn
[
supk≥n Xk(ω)

]
< a, por tanto ĺımXk(ω) < a.

Teorema 4.11. Existe un espacio de probabilidad, un movimiento Browniano defi-

nido en él y una sucesión S̃n, n = 1, . . . con la misma distribución que Sn
σ
, n = 1, . . .

tal que

S̃[t] −Xt√
2t log(log t)

c.s−→ 0 (17)

cuando t→∞.

Demostración. Sea Sn = X1 + · · ·+ Xn tal que EX2
1 = σ2, dividiendo por σ

S̃n =
Sn
σ

=
X1

σ
+ · · ·+ Xn

σ
= Y1 + · · ·+ Yn

Ahora EY2
1 = 1. Aśı que podemos aplicar el teorema de Representación de Sumas

(2.31) considerando una sucesión de v.a.’s {Xn} tales que EX2
1 = 1.

Tomamos por tanto σ = 1, por el teorema (2.31) existe un movimiento brow-

niano Xt y una sucesión de v.v.a.a. no negativas T1, T2, . . . con ET1 = 1 tal que

XT1+···+Tn , n = 1, 2, . . . tiene la misma distribución que S̃n = Sn
σ
, n = 1, 2, . . ..

Luego probar (17) se reduce a probar que

XT1+···+T[t]
−Xt

ϕ(t)

c.s−→ 0

con ϕ(t) =
√

2t log(log t). Por la L.F.G.N.

T1 + · · ·+ T[t]

[t]

c.s−→ 1 = ET1
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como [t]
t

c.s−→ 1 entonces

T1 + · · ·+ T[t]

t

c.s−→ 1 (18)

Veamos que para cualquier ε > 0, existe una función que toma valores finitos casi

seguro t0(ω) tal que para t ≥ t0(ω),

T1 + · · ·+ T[t] ∈
[

t

1 + ε
, t(1 + ε)

]
.

Por (18), ∀ω ∈ A cjto. de probabilidad 1 , ∃ t0, v.a. tal que ∀ δ > 0

(1− δ)t < (1 + δ)t ∀ t ≥ t0(ω)

Si llamamos δ1 = 1− 1
1+ε

, sea δ = mı́n(δ1, ε), entonces 1
1+ε

< 1− δ y 1 + δ < 1 + ε,

de donde se sigue el resultado.

Sea

M(t) = sup
t

1+ε
≤τ≤(1+ε)t

|Xτ −Xt|

Sea tk = (1 + ε)k, y tk ≤ t ≤ tk+1, entonces si t
1+ε
≤ τ ≤ (1 + ε)t

tk−1 = (1 + ε)k−1 =
(1 + ε)k

1 + ε
≤ τ ≤ (1 + ε)k+1(1 + ε) = (1 + ε)k+2 = tk+2

Por tanto

M(t) ≤ sup
tk−1≤τ≤tk+2

|Xτ −Xt| .

Ahora

sup
tk−1≤τ≤tk+2

|Xτ −Xt| ≤ sup
tk−1≤τ≤tk+2

∣∣Xτ −Xtk−1

∣∣+ sup
tk−1≤τ≤tk+2

∣∣Xt −Xtk−1

∣∣
≤ 2 sup

tk−1≤τ≤tk+2

∣∣Xτ −Xtk−1

∣∣
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La última desigualdad es porque tk ≤ t ≤ tk+1. Luego definiendo

Mk = sup
tk−1≤τ≤tk+2

∣∣Xτ −Xtk−1

∣∣ .
obtenemos M(t) ≤ 2Mk.

Como tk ≤ t y ϕ es creciente

ĺım
k

M(t)

ϕ(t)
≤ 2ĺım

k

Mk

ϕ(tk)
.

[tk−1, tk+2] es compacto, aśı que podemos cambiar sup por máx (porque las trayec-

torias del movimiento browniano son continuas).

Por (2.7)

P (Mk > x) ≤ 2P
(∣∣Xtk+2

−Xtk−1

∣∣ > x
)

Tomando δ = (1 + ε)2 − (1 + ε)−1 tenemos que tk+2 − tk−1 = δtk. Entonces

P
(
Mk ≥

√
2δϕ(tk)

)
≤ 2P

(∣∣Xtk+2
−Xtk−1

∣∣
√
tk+2 − tk−1

≥ 2
√

log(log tk)

)

=

√
2

π

∫ ∞
2
√

log(log tk)

exp

(
−x2

2

)
dx

≤

√
2
π√

log(log tk)

∫ ∞
2
√

log(log tk)

x exp

(
−x2

2

)
dx

=

√
2
π√

log(log tk)
exp (−2 log(log tk))

=

√
2
π

k2 log2(1 + ε)
√

log(k log(1 + ε))

Como √
log(k log(1 + ε)) ≥ 1
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a partir de cierto k entonces

P
(
Mk ≥

√
2δϕ(tk)

)
≤
√

2

π

1

k2 log2(1 + ε)
.

Vamos a aplicar Borel-Cantelli (4.9), podemos hacerlo porque

√
2

π

1

log2(1 + ε)

∑
k

1

k2
<∞.

Llamamos Ak a los conjuntos {ω : Mk ≥
√

2δϕ(tk)}

P
[
ĺım
k
Ak

]
= 0 =⇒ P

[
ĺım
k
Ack

]
= 1.

porque (
ĺım
k
Ak

)c
=

(⋂
n

⋃
k≥n

Ak

)c

=
⋃
n

⋂
k≥n

Ack = ĺım
k
Ack.

Aplicando el lema (4.10)

ĺım
k

Mk

ϕ(tk)

c.s.

≤
√

2δ

Como T1 + · · ·+ T[t] es uno de los τ en Mk

∣∣∣XT1+···+T[t]
−Xt

∣∣∣ ≤M(t)

entonces

ĺım

∣∣∣XT1+···+T[t]
−Xt

∣∣∣
ϕ(t)

≤ ĺım
M(t)

ϕ(t)

≤ 2ĺım
Mk

ϕ(tk)

c.s.

≤
√

8δ
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Tomando ε −→ 0, entonces δ −→ 0, por tanto

ĺım

∣∣∣XT1+···+T[t]
−Xt

∣∣∣
ϕ(t)

c.s.
= 0

como ĺım ≤ ĺım

ĺım

∣∣∣XT1+···+T[t]
−Xt

∣∣∣
ϕ(t)

c.s.
= 0
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