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1. Introduccién

Consideremos el juego que consiste en lanzar una moneda y apostar un euro a cara.
La variable aleatoria X,, vale 1 si en el n-ésimo lanzamiento el jugador gana y vale
-1 si pierde. Las sumas parciales S,, = X; + --- + X, coinciden con las ganancias
del jugador en n lanzamientos. Por un lado, el Teorema Central del Limite nos da

la distribucién a la que convergen \Sf Por otro lado, la Ley del Arco-seno nos da la

n

distribucion limite de , es decir, de la proporcién del nimero de veces

#{k; k<n: S, >0}
n
en n lanzamientos que el jugador va ganando dinero.

En ambos casos obtenemos el limite de una funcién de las sumas parciales. Ahora
bien, el Teorema Central del Limite esta siendo aplicado en un caso particular. La
distribucion limite es la misma partiendo de cualquier sucesién de variables alea-
torias independientes e igualmente distribuidas de media cero y varianza uno. En
este sentido podemos decir que el Teorema Central del Limite es un principio de
invariancia.

Veremos que la misma extensién admite la Ley del Arco-seno, obteniéndose de
nuevo un limite independiente de la distribucién de partida, y por tanto un nuevo
principio de invariancia. De hecho, demostraremos que todas las funciones “regula-
res” de las sumas parciales de una sucesién de variables independientes e igualmente
distribuidas de esperanza cero y varianza finita tienen el mismo limite.

El resultado se obtiene a partir del teorema de Donsker, que viene a ser una ge-
neralizacién del Teorema Central del Limite para procesos. A partir de las sumas
parciales se construye un proceso que converge en ley al Movimiento Browniano.
Componiendo con distintas funciones f casi seguro B-continuas (La continuidad
estd referida a cierta métrica y el casi seguro a la probabilidad generada por el Mo-
vimiento Browniano) obtenemos diversos principios de invariancia. En cada caso la
distribucién limite serd la distribucién de la funcién que estemos considerando apli-
cada al Movimiento Brownianio. Normalmente se suele calcular directamente del

movimiento Browniano o mediante argumentos combinatorios que tienen que ver



con el lanzamiento de una moneda, como es el caso del teorema del arco-seno.

Demostramos el Teorema de Invariancia de Donsker para sumas de variables
aleatorias independientes en la versién de trayectorias con discontinuidad de sal-
to basdndonos en la Representacién de Skorokhod. Este método tiene a su favor
suprimir una gran cantidad de problemas topoldgicos. Si bien la versién con tra-
yectorias continuas puede demostrarse en términos de convergencia débil en C0, 1]
sin excesivos problemas, no es asi para trayectorias con discontinuidad de salto. En
efecto, DI0, 1] no es separable con la métrica uniforme, lo que hace que la mayoria
de los autores manejen la métrica de Skorokhod de mayor complejidad topolégica.
A través de la Representacion de Skorokhod no interviene para nada la medibilidad
al venir dado el enunciado del Teorema de Invariancia en términos de convergencia
de distancias a cero. La distancia referida es, ademas, la uniforme.

Una pieza clave de la demostracion es la inmersién de una sucesion de sumas
parciales en un movimiento Browniano. Esa inmersion se sirve de la idea de tiempo
de salida. Basicamente un tiempo de salida se puede definir como el primer tiempo
en el que la trayectoria de una particula abandona la regién del plano limitada por
dos barreras. Lo que ocurre es que las sumas de v.a.i.i.d.’s se pueden “representar”
mediante una sucesién de procesos definidos en funcién de ciertos tiempos de sa-
lida que a su vez dependen de unas “barreras aleatorias”. Una parte importante
para realizar la inmersion es escoger las barreras aleatorias para que las sumas y los
movimientos Brownianos estén igualmente distribuidos. En la literatura se exponen
diferentes formas de realizar esto.

La importancia de los principios de invariancia se manifiesta también en el calculo
de la distribucién limite del estadistico de Kolmogorov-Smirnov. Dicho estadistico
se usa para averiguar si ciertos datos vienen de una distribucién tedrica (continua)
0 no.

Del Teorema de Representacion de Skorokhod se deduce una demostracion rela-

tivamente sencilla de la Ley del Logaritmo Iterado para caminatas aleatorias, que



serd un nuevo principio de invariancia, en este caso para convergencia casi seguro.

2. El Teorema de Representacion de Sumas

Dentro de los procesos estocasticos cabe destacar un proceso en tiempo continuo
conocido con el nombre de movimiento Browniano. En realidad movimiento Brow-
niano es el nombre que se le da al modelo fisico, la formulaciéon matemaética recibe el
nombre de proceso de Wiener, por eso en algunos libros se lo denota por W. Como
en la mayor parte de la literatura se lo llama movimiento Browniano aqui para no
confundir también lo llamaremos asi.

El movimiento Browniano describe la proyeccion sobre un eje del movimiento de
una particula suspendida en un fluido y sometida a bombardeo molecular. X;(w)
denotara la posicion de la particula en el tiempo t. En funciéon de su significado
fisico es razonable exigir al proceso {X; : t € [0,00)} que verifique las condiciones

siguientes
1. Independencia.

2. Estacionalidad. Quiere decir que la distribucién de X, o, — X; no depende de

t sino de At.
3. Continuidad.

Definicién 2.1 (Movimiento Browniano). Se llama movimiento Browniano a un

proceso estocastico [X; : ¢ > 0] para el cual Xy = 0 y la distribucién conjunta de

(Xigy Xiyy ooy Xy,) para 0 < tg < t; < ... < t,—1 < t, es una normal multidimen-
sional con

2. VarXy, = oty

3. Cov(Xy,,Xy,) = o? min{t;, tx}



La anterior definiciéon de movimiento Browniano cumple las exigencias del modelo
fisico.

A continuacién, una definicién importante.

Definicién 2.2 (Tiempo de salida). Sean {X;} movimiento Browniano y B € 3,

llamamos tiempo de salida de X; del conjunto B a
t*(B) = inf{t; X; € B}

Si B = (a,b), t*(a,b) es el primer tiempo en el que la particula sale del intervalo

(a,b).

Hemos definido el tiempo de salida de un intervalo como el primer tiempo en el que
la particula sale de (a, b). ; Qué pasa cuando los extremos del intervalo son variables

aleatorias?, jsera también variable aleatoria?

Lema 2.3. Sean X; movimiento Browniano definido en (2, o) y U, V definidas
en (£, o), entonces

T = inf{X, ¢ (U, V)}

es v.a..
Demostracion.
T(0,5] = { inf X; < U} U { sup Xy > V}
0<t<s 0<t<s
Como {ifocicsx; <u} = (Mfocrcs X, — 1) (—00,0], Mfocrcs X, = Mfgey, <5 X4,

donde t,, es un conjunto numerable denso en [0, s] y el infimo de una sucesién de
variables aleatorias es variable aleatoria (info<i<, Xy — U) ™" (=00, 0] € 0. Lo mismo

ocurre con el supremo, se sigue que T es variable aleatoria. O]

Definicién 2.4 (Tiempo de parada). Sea {X;} un movimiento Browniano, una
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variable aleatoria t* > 0 se dice que es un tiempo de parada si para cada t > 0,

{t* <t} eo[X,, 7 <H{]

Es decir, si t* solo depende de las trayectorias del movimiento Browniano hasta el

tiempo t*.

Maés adelante probaremos ciertas proposiciones en las que se habla de tiempo de
parada refiriéndose a tiempo de salida. Resulta que un tiempo de salida también es

un tiempo de parada, como se demuestra en el siguiente

Lema 2.5. Sea a < 0 < b. El tiempo de salida del conjunto (a,b), t*, es un tiempo

de parada.

Demostracion. Hay que ver que [t* < t] € 0 [X,:s <]Vt > 0. Para ello veremos

que
<= |X: € at s, po L]
B n s<t n n
s€Q
Ahora
1 (&
X, = b
we U{ e[a+n n”
" ng
equivale a

1 11°¢
VneN3dIs"eQ, s" <ttq Xp(w) € [a—l——,b——]
n n

Veamos en primer lugar, que

<9< | U [Xse {a—k%, b—%ﬂ

s<t
s€EQ

Sea w tal que t*(w) < t. Si t*(w) es racional, la inclusién es obvia. Si t*(w) no es

racional tenemos que discutir dos casos.



]_. Xt*(w)(u}) 6 [a, b]c
Por la continuidad de las trayectorias, existe s racional s < ¢ tal que

Xs(w) € [a,bl, como |a, b]® C [a + %, b— ﬂc tenemos lo que querfamos.

2. X(CU)t*(w) =a é X(CU)t*(w) - b

Por la continuidad de las trayectorias

1
36, > 0 tal que si [t*(w) — 5| < 6, = | X(W)grw) — Xs| < =
n

Como Q es denso en R, 3 s" € Q tal que [t*(w) — s"| < d,.

1 1 1 1
—E < X(w)sn — X(W)t*(w) < E - X(w)t*(w) — E < X(w)sn < E + X(w)t*(w)

Por hipétesis X+ = a 6 Xy« = b, por tanto b — % < Xgn 60 Xgn < % +a
Vn € N. Asi pues X(w)s € [a+%,b— %]C Vn € N, y tenemos lo que

queriamos.
Para ver el contenido contrario, tomamos
eI |Xs€|a+ L
w a+ —, - —
. ° n n

s<t
s€Q

Sea (sy), una sucesion de racionales en [0, ] que verifican que X, (w) € [a+ £,b— 1]

t estd fijado, como [0, t] es compacto, existe una subsucesién convergente

sn, — s € [0,¢], puedo tomar la subsucesién cumpliendo X(w)s, > b — n—lk (igual
para X(w)s, <a-+ nlk) X(W)s,, — X(w)s (por continuidad de las trayectorias) y
entonces X(w)s > by t*(w) < s < t. O

Ahora unos lemas previos necesarios para demostrar la proposicién (2.10).
Lema 2.6. Sea >t

1. It*:t Yy XT - Xt

C



2. Xt . It*:t Yy XT — Xt
son variables aleatorias independientes.

Demostracion. Hemos visto que t* es un tiempo de parada. Por definicién de tiempo

de parada [t* <] € 0 [X;: s < t]. Vamos ahora a ver que [t* =t] € 0 [X;:s <]

1 [ 1
[t*gt——}@r Xs:sgt——}CJ[XS:SSt]
n I n

[ 1
tr<tl=( |t <t—=| €o[X,:s<t
w<a=N[e sty ] eomiaza

Por tanto,

tr=t]=t" <Nt <t]co[Xs:s<t]. (1)

Por definicién de movimiento Browniano o [X,; — X;] es independiente de o [X; : s < ).
Por otro lado como o [Ijg-—g] = {0, R, [t* =], [t* = t]°}, y puesto que

[t =1]° € o [X, : s < 1], se sigue que o [Ijgry] C o [X,:s <],y por tanto

o [X, — X;] es independiente de o [I[t*:tﬂ , de donde se deduce que Iy-—; v X, —X,.
Veamos que X;-Iy+—; v X,—X; son independientes. Un elemento de o [Xt . I{t*:t}}

sera de la forma (Xt . I{t*:t})fl (A) para algin A € (3. Ahora bien

X Teoy € Al = {w/t' (@) = t, X(@); - Iw)iey € 4)
U {w/t @) #t X(@)i - Iw)emy € A}

([t =N[X, € AUt =t si0e A

([t =N [X, € A si0¢ A

Teniendo en cuenta (1), o [Xt . I{t*:t}} C 0 [Xs: s < t]. Por definicién de movimien-

to Browniano X; - Itg-—yy y X — X son independientes. O

Proposicién 2.7. Sea Ty una coleccion finita de puntos 0 =ty <t; < ... <t,=7;
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entonces para un movimiento browniano normalizado X;

tely

P (m&ix|Xt| > :L‘) <2P(|X;| > x)

Lema 2.8. Sea X una v.a. positiva. Entonces

EX:/ PIX > dt
0

Lema 2.9. Sean X; un movimiento browniano normalizado y 7 € R, entonces

Esup X? < oo
t<t

Demostracion. Primero observemos que como [0, 7] es compacto y las trayectorias
son continuas, podemos cambiar sup por mdx. Veamos primero que max;<, X7 es
v.a.

Sea to = O, Q N [O,T] = {t]}(])il = Io, [On = {to,...,tn} méxtefg Xt2 es v.a.. Si
llamamos Y,, = max;en X? e Y = méxi<,, ter, X7 tenemos que Y,, — Y Vw € Q,
por tanto es v.a., porque es limite de v.a.’s. Pero Y = méx;<, X?, por continuidad.

Probemos que Emaxern X7 < 0o, (2.7).

rtnz}ix]Xt] >z <= |Xy| >z paraalgint € I
cly

> > 22 para algin t € I,

= |X;

— max|X,|* > 2?
tel}

la segunda equivalencia es porque f(z) = x? es creciente para x > 0. Luego por la

anterior proposicién P [mzixte Iy X2 > xz] < 2P [|X, | > x]. Escribiendo la esperanza

como en (2.8)
Eméx X? :/ p [méXXf > x} dx
0

tely telp

8



Hacemos el cambio de variable x = 3?. Teniendo en cuenta la proposicién (2.7)

EméxX? = / 2yP {méXXf>y2] dy§4/ yP [|Xe,| > y] dy
telr 0 tel? 0
0o Xt y /oo \/5/00 2
= 4 P - > dy = 2 — —— | dz|d
[ e el o<wyy‘”{p22y
Vi
9 00 00 2
2\/j/ (/ Vinzexp (_z_) dz) dy
e 0 Yy 2
Vtn
[2t, [ 2 2t, \/27t,,
= 2 —/ exp v dy = 24/ — T =2t, <21 <
s 0 2tn s 2

Recapitulando, Y,, T Y, donde Y,, Y son las definidas anteriormente, como aca-

IN

bamos de ver FY,, < co. Asi que, por el tma. de la Convergencia Mondtona
EY, 5 EY
y como acabamos de ver FY,, < 27, por tanto FY < 27. O

La siguiente proposicion se utiliza directamente en la demostracion del Teorema de
Representacion de Skorokhod, e indirectamente para probar otra proposiciéon previa

a dicho Teorema, la (2.13).

Proposicién 2.10. Para t* =t*(a,b), a <0 <b,
EX;- =0, EX{ =FEt

Demostracion
1)
Supongamos que t* es un tiempo de parada que toma valores en un conjunto nume-

rable {¢;} C [0, 7], 7 < co. Entonces

EX,-X)=E (Z (X, — X¢-) It*:tj>

J

9



Aplicando el lema (2.6) la parte derecha de la ecuacién queda
B (X~ X,)] P =1,
J
que es cero, porque X, — X;., 7 > (0 es un movimiento Browniano normalizado.

Entonces

EXt* - EXT = 0

Veamos la segunda parte.

EX? = E(X, —X¢ + X))’ = B [(X, — X )P + XE +2(X, — Xg) X
= E(X, —Xe) 4+ EXL 4 2B (X, — X¢) X

= E(X, - X)) + EX2 (2)
porque E (X, — Xy ) Xy« = 0, veamoslo.

E (XT — Xt*) Xt* = (E (XT - Xt*) Xt*) Z I{t*:tj}

J

= Y (X X)Xy Ty
J

= S E(X - X)X Ty

J
- ZE (XT - ij) K (thI{t*=tj}) =0
J

la anteultima igualdad es cierta por el lema (2.6). Por otro lado

E(X,-Xy)? = E (Z (X, - X,,)* It*:t])

J

ST B(X: - X)) P(t* =t))

[+

= Z Var (XT — th) P(t* = tj) = Z(T - t])P(t* = tj)

= 7Y Pt =t;) =Y t;P(t" =t;) = EX - Et’ (3)

10



En * hemos usado el lema (2.6). De (2) y (3) obtenemos que EXZ. = Ey-.

2)

Sea t** = min (t*(a,b),7), t;. Tomamos una sucesion de tiempos de parada que
toman una cantidad numerable de valores en [0, 7| tal que t; — t** en todo punto,

entonces t¥ — t** y [t| < 7, (7 v.a., porque es constante) y ET = 7 < 00; por el

teorema de la convergencia dominada
Et, — Et™. (4)

Ademas, por continuidad de las trayectorias del movimiento Browniano, si

C.8 ’
t) — t" = X+ — Xy, por tanto X« — X+, ademas
n n

X,

< sup | Xy
t<t
se hace de un modo similar a (2.9), sup,., |X;| es integrable por el T.C.D.
EXt;‘L — EXt**. (5>

Como

N . C.8
es continua se sigue que X%, — XZ,., y usando
n

| X2,
n

< sup X}
t<rt
por (2.9), sup,<, X7 es integrable. De nuevo por el T.C.D.

EX;. — EX}... (6)

11



Obtenemos por el paso 1) y (4), (5), (6) que

EXpr = 0

EXi. = FEt*

3)
Sea t**,, = min(t*(a, b), 7,,), donde (7,,),, define una sucesién creciente de intervalos
[0, 7).

/ Xt**ndP - /I[t*<‘rn]Xt*dP+/I[t*>7n]XTndP

Vamos ahora a aplicar el T.C.D. Sean k = méx(|al, [b|) y X}, = Ij+<7,) X¢+ Tenemos

que
X5 <k
EX! — EXg-
X! 25 X,

Veamos que Ij<r, 1 X 2% X+ Sea w t.q t*(w) < 7, ¥n > ng, entonces
Lip <7 X = X+ V> ng, por tanto Ijg-<r 1 X — X4-. Sea ahora X2 = Ligesr ) Xs,

volviendo a aplicar el T.C.D.

X<k | s
EX: — E0=0
X2 =50

Veamos que I+~ 1 X5, <%0. Sea w t.q t*(w) > T, ¥n > ng, entonces

LgesryXr, = 0 ¥n > ng, por tanto I X, —— 0. Por (2) EX¢-, = EX}+EX2

luego

EXyer, =% EXe. (7)

Del mismo modo se prueba que

EX;. =5 EXi.. (8)

12



Ahora pasamos de t** a t*. Como EXg«, = 0 por el paso 2) y (7), entonces

EX¢« = 0. Para probar el otro resultado vamos a echar mano del teorema de la

convergencia mondétona.

= By — Bt

6 <t

se sigue que EXZ = Et*, por el paso 2), (8) y (9).

Lema 2.11. Sean u, v € R, sea Y una v.a. tal que

PIY=ul+PY=0v]=1 EY=0

entonces
PY=u=—— PY=0]=—
U —v uU—v
Demostracion.
EY:uP[Y:u]—i-v(l—P[Y:u]) =0
entonces
PlY=u=—2 PlY=o]=1-—_" =
U —v U — v

O

Corolario 2.12. Dos v.a.’s en las hipdtesis del lema anterior (y que toman los

mismos valores) estan igualmente distribuidas.

Demostracion. Es porque las probabilidades coinciden, por el lema anterior.

O

La informacion que necesitamos acerca del tiempo de salida para probar resultados

mas importantes, como el Teorema de Representacién de Skorokhod, es la probabili-

dad de que la particula salga primero por b (o por a) y el tiempo de salida esperado.

13



Proposicién 2.13. Sea {X;} un movimiento Browniano y t* = t*(a,b) un tiempo

de salida. Se cumple que

6]
b + |a]

lal

PX*: =
Ke =a) =g

, Et(a,b) = [a][b]

,P(Xt*:b):

Demostracion. La primera parte es corolario del lema (2.11). Ahora por la proposi-

cién (2.10)

Et* = EXZ =d’P (X = a) + b*P (X;- = b)

=2b+b2a:ab{a+b]

ab—a a—> b—a a-—0»

— —ab=lal - |t

En nuestro desinteresado afan por intentar que la lectura sea lo menos traumati-
ca para el lector, hemos decidido trocear el dichoso Teorema de Representacién de
Sumas. Servimos a continuacién una serie de herramientas necesarias para la com-

prensién de la demostracion.

Lema 2.14. Sea I subconjunto numerable de [0, c0).

Las siguientes aplicaciones son variables aleatorias.

Y1 RxRxRO® — R Py RxRxRO>®  — R
(u,v,x) — u (u,v,x) — v

0, RxRxRO® — R

(u,v,x) —
$: RxRxRO> _— R ¢: RxRxRO™® R
(u,v, ) > SUP,c; Ly — U (u,v, ) —  Infcrx; —u

Demostracion. 11 y 15 son proyecciones y por tanto variables aleatorias.

14



Sea
I, : (RO B(RO®)) — (R,p)

€ > T,
IT, es v.a. con B (R®) = ¢{IL. : 7 € [0,00)}
Sea A € (8

e7HA) = {(u,v,2) € R xR x RO/ (u,v,z) € A}
= {(u,v,2) e Rx R x RO /z_ e A}

= RxRxII;H(A)

y obtenemos que ¢ es variable aleatoria.
~ 5 7 9
Que ¢ y ¢ son v.a.’s se deduce de que sup,¢; ¢, e Inf c; p; son v.a.’s.

Lo mismo ocurre con @,, y @ O

Notacién 2.15. Sea I = {t,,/n € N} numerable, denso en [0, c0)

On: RxRxRO>  — R
(u> v, :L‘) — SUPo<r<ty, Tr — U
Tel

On: RxRxRO>® R

(u7 v, LE) ” infogrgltn Tr—U
TE

Para B € 3, definimos

ap = |U[@ 0,00 1 (10,000 0 [ (B)]

U U [@ (00,00 1 (& (=00, 0D)| 1 [ (B)]

Lema 2.16. Dado un movimiento Browniano X; y U, V wariables aleatorias con
U <0<V, denotando

T=inf{t: X, ¢ (U, V)}

15



se cumple

P[Xt € B] P[(U, V, X) € Ap]

PIT e (0,5] = P[] (¢.'0.00) U, (~00,0])

neN
tn>s

Demostracion. Sea I = {t,}neny numerable, denso en [0, 00). Comenzaremos pro-

bando que @ = AU D U (AU D)°, donde

A= || swp X- 2V ﬂ(l’nf XT>U)
0<7<tn 0<7<tn

n TEI Tel i

D = || swp X: <V ﬂ(inf XT§U>
0<r<tn 0<7<tn

n Tl el |

. Qué relacion existe entre Ay D?

A equivale a 31, tal que supo<,<i,, X7 > V e infoc,<,,, X7 > U. B equivale a

Tel Tel
dt,, tal que supo<,<i,, X; <V y infoc <, X, < U.
Tel Tel
Sitg <t;.Siw e Ay w € D, por un lado infoc,<,,, X; > U y por otro lado
Tel
info<r<1,, X- < U, lo cual es absurdo.
Tel
Sitg >t.Siwe Ay we D, por un lado supo<-<i,, X; > V y por otro lado
Tel
SUPo<-<tn, X7 < V, lo cual es también absurdo. De donde se sigue que AN D = ()
Tel
Por tanto

P [ Xt € B| P[([Xtr e BjNnA) U ([Xt € B|ND)]
P[[Xt € B]Nn (AU D)
P[([Ve BINnA)U([U € B|nD)]

P[[Xr € B]N (AU D)

Veremos que el conjunto {w : X;(w) € (U(w), V(w))} tiene probabilidad cero, es

16



decir, que casi seguro que la trayectoria se sale de las barreras. Para verlo usaremos
la Ley del Logaritmo Iterado para el movimiento Browniano, que dice lo siguiente:

Si X; es un movimiento Browniano.

- X
I{ t

m-—— =]
t—oo /2t log(logt)

Sea w € ), entonces U(w) = a 'y V(w) = b por tanto se tiene que

; Xt .
lim ———
t—oo /2t 1og(logt)

o
[
@]

porque suponemos por hipétesis que la trayectoria no sale del intervalo (a,b). Como
existe limite tanto el limite superior como el inferior tienen que coincidir y ser cero,

lo cual contradice la Ley del Logaritmo Iterado. Por tanto
P[Xt e B|=P[([VeBnA)U([Ue B nD)|

Vayamos por partes:

1. Tomamos

On: RxRxRO> — R

(U, v, fL’) — SupOSTSItn Tr—v
TE

On: RxRxRO>® — R

(u,v,x) — infogétn Tr— U
T

Tomamos ¢, ¢ definidos en el lema anterior.

A" = sup X, >V ﬂ{inf XT>U}
0<7<tn 0<7<tn
Tel Tel

(lpn (U, V, X)) 71 0,00)) N ([7n (U, V, X)] 7 (0,00))
= [(U, V,X)™" (¢,1[0,00))] N [(U, V, X)! (7n (0, 00))]
[(

(U, V, X)™ " (A7 N AD)]
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donde A} = ¢;;1[0,00) y Ay = 7, (0,00)
2.

D" = {Sup XT<V}ﬂ inf XTSU}
0<7<tn 0<7<tn

donde A% = ' (—00,0) y A7 = 3, (=00, 0]
3.
UeB| = [é(U, V, X)™! (B)}
= [ v.x)" (3 B)]

= [(Uv V7 X>_1 (AZ)}

donde Ay = 5 (B)

Ven = [FUv. X)) B)] =V, X" (5 (B)
= [<U7 V7 X>_1 (A3)]
donde A3 = 55_1(3)
5.
A=JA" = [(U,V,X)7 ((AINnA) U (ATnA3)u..)]

= [(U7 \2 X)_l (Al)]
donde A; = ((A3NA3)U...)
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D:UD”

= [(U.V.X)7 (4304 u(A5nAf)u..)]

= [(U, V7 X)_l (A4>]

donde A; = (AAN AU (AN A U...)

Juntando todo lo anterior

P [Xr € B]

P[([Ve BJNnA)U([U € B|n D)]

donde Ap = ((A3N A;) U (AN Ay)). Por tanto

Como mas adelante nos toparemos con un montén de esperanzas condicionadas, es

P[Xp € B =P[(U, V, X) € Ag]

hora de que definamos la esperanza condicionada.

Definicién 2.17 (esperanza condicionada a que X = z). Sean X definida en (2, o)
e Y definida en (2, o, P) variables aleatorias. Sea E|Y| < oo, llamaremos esperanza

de Y condicionada a que X = z a cualquier funcién medible g(z) = E(Y|X = x)

satisfaciendo

/ YdP:/g(x)dPx(x) VAe o{X}
X-1(4) A
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ademas, si h es otra funcién tal entonces
Pxfa : g(x) = h(z)} = 1

Definicién 2.18 (esperanza condicionada a una o-dlgebra). Sean Y definida en
(2, o, P) integrable y o una o-dlgebra contenida en o, llamaremos esperanza de Y

condicionada a « a cualquier funcién integrable h(w) = E[Y|a](w) satisfaciendo

/YdP:/th VAe a
A A

ademas, si f es otra de tales funciones
Plwe Q:h(w)=fw)} =1

Observacion 2.19.

E[Y|o(X)] = E[Y[X]

por definicién.
Es interesante ademaés tener en cuenta para hacer calculos la siguiente relacion

existente entre esperanzas condicionadas
E[Y[X](w) = E[Y[X = X(w)]

Lema 2.20. Sea X una v.a. definida en (), o, P) y a« C o En las condiciones de

la definicion de esperanza condicionada dada una o-dlgebra tenemos que
E(E(X|a)) = EX
Demostracion. Es directo tomando A = €) en la definicion. n

Lema 2.21. Sean X, Y vectores aleatorios independientes. Sea p(x,y) una variable

20



aleatoria en el espacio producto (R?, 32)x(Q, o) tal que E|p(X, Y)| < oo, entonces

E(p(X, Y)|X =2) = Ep(z, Y)

De los cuatro lemas siguientes solo los dos tltimos se aplican directamente en la

demostracion del Teorema. Animo, que ya falta menos.

Lema 2.22. th = Xyir — X, t > 0 es un movimiento Browniano independiente

de o{X;: s < t}.

Demostracion.

Xy =0
Sean 0 <ty <t < ... <ty_1 <ty (X{,...,X}, ) tiene una distribucién determi-
nada por

X! — X}

th_1 th+7’ - th71+7

son v.a.’s independientes normalmente distribuidas de esperanza cero y varianza

by — tr—1. O

Lema 2.23.
T, =inf{t: X, € (U, Vy)}

3 T7 — T, de manera que
[T} <tleo[Xs: s<t; Uy, Vy
T7 toma una cantidad finita de valores.

Demostracion.

3|

il T <k k>
T = n n
si0< T <y

3=
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Seakotalque%§t<%

k k
{Tlgt}:{Tlgf}Ea{XS: SSEO; Ul,Vl}-

L]
Lema 2.24.
0{X1r — X;, t > 0} independiente de 0 {Xs, s < 7; Uy, Vi}
Demostracion.
P [Xt1+'r - X, € Al, c 7th+7— - X, € Aj, Xsl € Bl, .. -Xsi € BZ’,
U, eH, V€G] =PXyr — X, € 4A,...,X,, € B -
P[Ui e Hi, Vi €G] =P [Xy1r — X, €Ay, Xyyur — X, € 4] -
P[X,, € By,...X,, € B)|-P[U; € Hy, V; € Gy]
- P [Xt1+7 - XT € Al, .. .Xt].+7— - XT € AJ:I .
P[X,, € By,...,X,, € B;, Uy € Hy, V; € G4
Hay que tener en cuenta que o [Xy, t > 0] es independiente de o[Uy, V1] y que
o{o1, 02} =cd{ANB; A€oy, BE€E oy}
[

Lema 2.25. Sea T) = inf{t: X, € (U, V)°}

X} = Xyp, — X, >0

es un movimiento Browniano independiente de X, .
Demostracion. Por (2.23) 3 T} — Ty, T; toma una cantidad finita de valores
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{78 F1<h<ton

[T} <tleo[Xs: s<t; Up,Vy

Fijamos n:

1 C
[T’fzrm:{ﬂ[frlsm—g] }m[Tlsm]ea{Xs: 0<s < ULV

n

p [Xm—i—T{” - XT? < Zp,... 7XtT+T7 - XT[L < xr,XTgL < 33r+1} =

ZP [th—&—’r]? — XT]? < Ty,... 7Xtr+’r,? — XTI:L < Iy, XTI? < Tp41, T? = T;:]
k
Por el lema (2.24) coincide con
S P [Xipirp = Xop < a1, Xy = Xop < 2] P [Xop < 240, TF = 7]
k
Por el lema (2.22) sera
d PXy, <., Xy, <3,] P [Xop < 2pp, T} = 77]
k
y sacando factor comuin obtenemos que
P [Xt1+T§l = Xop <21, Xy — Xy < 2, Xp < xr+1:| =
ZP [thJrT]? — XT]? < T1,... 7Xtr+7',? — XT]? < Iy, XT}? < Tpy1, T? = T]?:| =

k
P[X, <wy,.... X, <] P [Xpp <2004 (10)

Denotemos X%n = Xyyrp — Xpp. Como TT" — Ty, por la continuidad de las
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C.8

- 1 1
trayectorias X, — X;

P[X) <z,....X; <uz] — P[XYy <z,... X"y <z

[ Y

1 1 1 1
P [thn < 1, "’Xtrn < xT,XTrln < xr-i—l} — P [X t < T, . X e < .T,ﬂ,}(T1 < ZL’H_1:|

P [Xpr <ap1] — P[Xp, <24
Pasando al limite en (10)
P[X} <zp,..., X} <y, Xy, <] =P [Xy, <a1,..., Xy, <) P[X, < 2p44]

De aqui se deduce que X} es un movimiento Browniano y es independiente de T;. [

Definicién 2.26 (Convergencia en ley en R¥). Sea X,, = (Xﬁ"), . ,X,(gn)) un vector
aleatorio, decimos que X,, converge en ley a X = (Xj,...,X}) si para toda f

continua y acotada.

Ef(X;) — Ef(X),
se escribe X, £ X,

Definicién 2.27 (Clausura de un conjunto). Para cada £ C R definimos la frontera

de E como OE = E N E¢ (E =clausura de E).

Lema 2.28. Sean Y,, Y wvariables aleatorias con Y, — Y. Entonces para cada

B € [ cumpliendo que Py (0B) =0, se tiene que

Lema 2.29. Sea {a,} C R tal que ¥ {a,, }r existe una nueva subsucesion de {an, }r

convergente al punto a. Entonces a,, — a

Proposicién 2.30. Sean X un movimiento Browniano, Y una v.a. cumpliendo que

EY = 0. Ezisten v.a.’s U, V independientes de X y definidas en el mismo espacio
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probabilistico que X tales que X - Y, donde
T =imnf{t: X; ¢ (U, V)}

Para una v.a. Y, cumpliendo que EY = 0, EY? < oo emisten unas v.a.’s U, V

tales que X Yy

Demostracion. Supongamos que Y toma un ntumero finito de valores en puntos
@; <0, ¥; > 0 con probabilidades p; y ¢; respectivamente.

Existen pares (u;, v;) cumpliendo
UiP; + Viq; = 0 u; € {IAI/]'}, V; € {f)]}

donde pueden existir ¢,j i # j tales que u; = u; (lo mismo para v;). Notemos que
no estamos definiendo una probabilidad en R. Sin embargo si podemos definir una

v.a. (U, V) de la siguiente forma
P((U,V) = (ui,vi)) = pi + i

porque, si bien puede que algunos u;, v; sean iguales, como pares son todos distintos,
es decir no existe j tal que (u;,v;) = (uj,v;). Lo que queda para ver que P es una
probabilidad en R? es

STP((U,V) = (u;,01) = 1

pero es cierto porque
S rita=Y Pty dr=1
7 k T
tal como se construyen los pares.

Veamos que

P (Xt = (U, V) = (us,v;) = piﬁj’qi (11)

1) wip; + vig; =0
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3) Como hemos visto anteriormente
E[XT|U = Uy, V = Ui] El 0

Py = PXr|(U, V) = (4, ;)]

es una probabilidad condicionada discreta y en este caso se cumple que

EXp|U=u, V=uv] = EP.

+ vP (Xt =v|(U,V) = (u;,v;)) =0

Usando 1), 2), 3) probamos (11).

A

Veamos que de lo anterior se sigue que P[Xt = 4;] = p;.

PXrp =] = ZP[XT = |(U, V) = (u;,v;)[P[(U, V) = (u;, ;)]
= Y PXr=al(U,V)=(u;4)]P[U, V) = (u),0))]
Jluj=t;
= > PXo=u|(U,V) = (u;,4)]P[(U, V) = (4, 0;)]
Jluj=1t;
_ P 1) = .
: jﬁiz_uj P4 e jmz—uj v

La ultima igualdad se da por la forma de construir los pares. Por tanto X Wy
SeaY EY =0, EY? < oo. Tomamos Y,, cumpliendo que FY, =0, Y, Ly,
Repitiendo el proceso anterior construimos v.a.’s U,,, V,, y unos tiempos de pa-

rada T,, cumpliendo que X id Y,.

Supongamos que (U,, V,,) tienen distribucién “tight”. Por el tma. de Helly-Bray
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dada {Fu,, v, } C M existe Flu,, v, ) tal que

d
F(Unk’vnk) — F

Como Fu,, v,,) es “tight”, entonces existe una subsucesion y una v.a. (U,V) tal
que

(Upy, Vi) == (U, V)

Tomemos ahora una subsucesién (ny) y consideremos { (U, , V,,/ )}, lo que acabamos
k k

de probar es que existe una subsucesién (n}) tal que
(Unﬁca Vn;) = (U, V)

es decir

para toda f continua y acotada. Entonces por el lema (2.29)

por tanto

(U,, V,) = (U, V)

Para esas v.a.’s U, V y para el tiempo de salida asociado T, para I C (0, 00), por

un argumento similar al descrito en el anterior teorema tenemos que

(PXr e I|U,V])(w) = PXreIlU=u,V =v]=ElxpenU=u,V =1

0 en otro caso
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entonces

U]
P Xt € I|U, V] = I[w:V(w)EI]m =9(U, V)

Del mismo modo

P[XTn S I‘UTM Vn] = g<Un7 Vn)

SiP(Y € 9I) =P (V € 0I) = 0. Entonces, aplicando el lema (2.28)
P(Y € I) = limP(Y, € I),
por otro lado

Eg(UTL’ VTL) = Z g(ui'rﬂ UZTL)PI:(U’N/’ Vn) = (uin’ Uin):l

= ZP[XTn € I|(Un, Vi) = (ui,,vi,)] - P[(Un, Vi) = (us,, vi,)]

= P[Xrg, € I].
Juntando todo lo anterior

P(Y e I) = limP(Y, € I) =limP(Xq, € I)
= lim Eg¢(U,, V,) = Eg(U, V)

= P(XT c I)

la dltima igualdad resulta de aplicar el lema (2.20). La misma prueba sirve para

I C (0, —00). Juntdndolo todo tenemos que
P(Yc A)=PXrec A) VAec g

porque en particular estan los intervalos, por tanto X oy O

Por fin, aqui tenemos el
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Teorema 2.31 (Representacién de Skorokhod). Dada una sucesion de v.a.i.i.d.
{Y,}n cumpliendo EY,; = 0, EY? = 0% < o0, si llamamos S, = Y1 + -+ + Y,
existen un espacio de probabilidad, un movimiento Browniano {X¢} y una sucesion
{T,}. de v.a.i.i.d. y no negativas definidas en el mismo espacio tales que la sucesion

X, Xq, 1y, -, tiene la misma distribucion que {S,}n, y ET) = o2,

Demostracion. Sean (U, V,,), una sucesién de v.a.i.i.d.’s y X; un movimiento Brow-
niano definidos en el mismo espacio probabilistico tales que o {X;: t > 0} y
0{U,, Vo, n=1,...} son independientes. Esto se consigue tomando como espacio

el espacio producto

(Q, g, P) = (Ql X QQ, 01 X 09, P1 X PQ)

donde (€24, o1, P1) es el espacio en el que esta definido el movimiento Browniano y
(Qq, 09, P3) es en el que esta definida la sucesion (U, V).

Supongamos que U,, < 0 < V,,. Definimos

T, = inf{t : X, € (Uy, V1))

T es una variable aleatoria por el lema (2.3).

Ademas, 0{X;;, — X,, t > 0} es independiente de 0{Xs, s < t, Uy, V1} por el
lema (2.24).

Sea X} = Xy, — X, t > 0. Por el lema (2.25) X} es un movimiento Browniano
independiente de X, .

Sea T, el tiempo de salida de X} de (Uy, Vs), veamos que X%Q tiene la misma
distribucién que Xr,.

Aplicando el lema (2.16)

P[Xt, € B]=P[(Uy, Vi, X') € Ap]
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Como

P [Xy, € Bl =P [(Us, V2, X') € Ap]

y como X id X!t U, i U,, V, 1 V; y son independientes entonces (Uy, Vi, X)
y (Us, Vy, X1 estdn i.d.’s. y X, v X, tienen la misma distribucién. Repitiendo

este procedimiento podemos construir variables

XT1+'“+Tk- - XT1+“'+TI<;71

independientes e igualmente distribuidas. El truco esta en elegir Uy, V; para que se
cumpla que X7, tenga la misma distribucién que Y;. Sean Uy, Vi, E|Xr,|? < o0
Veamos que

E(X(T))|U, V) £ 0,

vamos a aplicar el lema (2.21), para ello sea I numerable, denso en [0,00). Sean

1y, Il5, Z;, dadas por

I1((a,b),z) =a TIa((a,b),x) =b
Zi((a,b), x) = x,

Para cada r, k € N definimos

1 1 1
ARl = {|:Ztr < I + T Zy, € (Hl - E,HQ + E) slts < tr} N [y > Hl]}

1 1 1
A2 {{zt7_>n2—%, 7., € (Hl—E,HﬁE) si ts<tr] ﬂ[H2>H1]}

Oy = Z Zy, Lar para cada r € N
k

Sean A' =, AP', A* =, Ar?

= (sgp %) [Lai] + (l’{}f sor) [Taz]
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Si z es una aplicacién continua, con z(0) =0, a < 0, b > 0.

P(T) = T(if, {zeg(a.b)})

Asi que

E(Xt,|Uy, Vi)(w) = E(X1,|U; =U(w), Vi =Vi(w))

= EXq, Ui =qa,V,=0)% EXy,,) =0

donde T, es el tiempo de salida del intervalo (a,b), la dltima igualdad se obtiene
al aplicar el lema (2.10).

Del mismo modo vemos que
E(X%,[Uy, V1) = E(T[U, Vi)
aplicando de nuevo el lema (2.21), pero esta vez a la aplicacién
p(z) = x%fnft{xtg(a,b)})
El siguiente paso es probar que
E(Xt,) =0, E(X%,)=ET;,
para ello haremos uso del lema (2.20)

E<XT1) = E(E(XT1’U1> Vl)) = E<0) =0
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por otro lado

E(X%)) = E(E(X3,|Uy, Vy)) = E(BE(T,|U, V,)) = E(T))

. . id.
De lo anterior se deduce que, si Xp, = Y; entonces

EY1 = .E)(T1 = 0

0? = EY? = EX% = ET,.

Asi que FY; = 0 es una condicién necesaria para que existan v.a.’s Uy, V; tales
que X, tenga la misma distribuciéon que Y;.

Para ver que es ademas suficiente, comencemos por observar que si Y; toma
solo dos valores, entonces aplicando el corolario (2.12) X, “ y,. Esto se puede
generalizar para cualquier v.a. Y cumpliendo que EY = 0y EY? < oo, como
veremos en la proposicién (2.30).

Por ultimo, veamos que una vez elegidos U, V para que se cumpla X, id Y,
id
(XT17 XT1+T27 .- ) = (Sl, SQ, .. )

Si podemos expresar X, ..., como suma de v.a.i.i.d.’s Xy,...,X,, tales que
id.
X; = Y, entonces

(X1, Xa,...) L (Y1, Ys,...,Y,).
Tomamos

p: R” — R"

(x1, T, ..., xy) — (x1,21+ X9, ..., 21+ ...+ Tp)
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que es v.a. porque es continua.

Se puede ver que si X,Y son dos v.a.’s tales que X “Z Y entonces o(X) E 0(Y).

En nuestro caso

X1 - XT

1

X2 == XT1+T2 - XT1

Xpn = Xrijetr, = XTgt T,
Como hemos visto, X, ..., X, son v.a.i.i.d.’s, sumando todo
X1 + e + Xn - XT1+...+Tn

y como X, 14 Y, por la eleccion de U y V entonces X, 14 Y,y

por tanto

la

(Sh SQa SRR Sn) - (XT17XT1+T27 e 7XT1+"'Tn)

3. Donsker y los Principios de Invariancia

Definicién 3.1 (Convergencia en ley de procesos). Queda por escribir

Lema 3.2. Sean X,,, X, Y., Y v.a.’s. SiX, -5 Xy Y, -5Y
X, Y, =% XY

Lema 3.3. Dadas las v.a.’s {X,,} y X definidas en el espacio probabilistico ({2, o, P),
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son equivalentes
1. lim, X, £ X

2. Para todo € > 0 se cumple que

lim P [{sup X, — X| > 6} =0

m>n

Teorema 3.4. Sean Y1, Ys,... v.a.ii.d. EY, =0, VarY; = 02 < 00,

S, =Y. +...+Y,. Definimos el proceso XE") = S([:—f/]%l, t € [0,1]. Entonces existe
para cada n un proceso {X§")} que tiene la misma distribucion que {XE")}, definidos
ambos en un mismo espacio de probabilidad, y existe una subsucesion {ny} para la
que

C.8 O

X — X,

sup
0<t<1

Demostracién. Supongamos que EY? = 1. Sea (9, o, P) un espacio de probabili-
dad construido como en el teorema (2.31). Para cada n consideramos el movimiento

(m), Té"), ... usando el mo-

Browniano {X} = \/nX,/,}. Construimos la sucesién T}

vimiento X} como en el teorema (2.31). Entonces la sucesion Sy tiene la misma

n

T 4 () Asi pues, el proceso {Xﬁ”)} tiene la misma distribu-
1 Tk

distribucion que X
cion que

X n n - X(n)
T(l )+"'+Tfnt)]+1 t

n

Como hemos visto en el teorema (2.31), la sucesién T{"”, TSV

v.a.ii.d. tales que ETY”) =1 (porque EY? = 1),y T§"> tienen la misma distribucion

, ... es una sucesion de

para todo n por (2.16).

Tomando k = [nt] + 1 para cada ¢, tenemos que por la L.D.G.N.

(n) (n)
Tl + '];:' + Tk’ ﬂ) 1
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Como
+1 nt+12[nt]+1
n n n

=t

>

S[2

aplicando la regla del sandwich lim,, MTH = t. Utilizando el lema (3.2)

(n) (n)
Tl +oot T[nt}Jrl c.p
% t

n

si vemos que

T(n) + Y + T(n)
1 [nt]+1 _+ =50

W, = sup
0<t<1 n

Seaw e Aye>D0.
El conjunto A = {w : W,,(w) — 0} tiene probabilidad 1. Sea w € A y € > 0. Por

la continuidad de las trayectorias 3 § > 0 tal que

t,t' € [0,1], [t =] <= |X;— Xy| <e.

Por ser w € A, existe ng € N tal que si n > ng, t € [0, 1] entonces

! 4| <5,
n
Por tanto
sup [X™ — X, | <%0
0<t<1

Lo que se puede probar facilmente es que W, —% 0, lo cual es suficiente porque
entonces existe una subsucesion (ny), tal que W, =%, 0 y habremos demostrado

lo que queriamos.
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Escribimos T,(cn) = T,(:) — 1, entonces ET,&") =0y

W, = sup
0<t<1 n

(1) (1)
T+ + T[nt]+1

n

TV 4+ T ) ([nt] 1 _nt)

[nt] +1—nt
sup ———

0<t<1 n

< sup
0<t<1 n

Si llamamos 60,,(t) = [nt] + 1 — nt, tenemos que 6,,(t) < 1y

LR, ()
W, — sup 1 [nt]+1

0<t<1

n

. . LBt
A partir de ahora no vamos a arrastrar en nuestros calculos el término % porque

al pasar al limite tendera a cero.

Ahora dividimos el intervalo [0, 1] en [0, €] y [e, 1].

_ | T -+ T
W, = (€+—> sup

[nt]+1
n /) 0<t<e [nt] +1
1 1
(e—i——) sup = <€—|——) M™
n/ k>1 n

La distribucion de M es la misma que la de M® porque la distribucién de T

T .+ T}
K

IN

es la misma que la de TS). Ahora escribimos

(1) (1)
T+t T[m]+1

nt] +1

_ 1
W/ = <1—|——> sup

n ) e<t<1
1

< <1+-—> sup
N J k>[en]+1

La desigualdad se da porque k = [nt] + 1 > [e - n] + 1. La cota anterior tiene la

T ..+ T\
K
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misma distribucién que
T + -+ T}
k

sup
k>[en]+1

porque la distribucién de T{ es la misma que la de T,

Por la L.F.G.N.
T 4 ) s
Lt ) Tl e (12)
asi que \/7\\7;; “2,0, por el lema (3.3)
W, < \/7\\7; + \/7\\7;1 porque
T 4.+ T T8 + -+ T
si 0 <t < € entonces i1 < l|le+— ! i1
n n [nt] +1
FO) L) T
y si e <t <1 entonces ! [t +1 <|(1+-— ! il
n n [nt] + 1

Sean x, € > 0

{W;+V/\7g>x}g{W;>g}u{Wg>§}

Tomando probabilidades

P(Wn>x> < P(WQ>§)+P(W£>%)
1 o~
P(e+=)MD=2 +P(Wg>5>
n 2 2

Pasando al limite, como no podemos asegurar que exista lim P (Wn > 93) tenemos

IN

que tomar limites superiores, y como
lim P (V/\\fn > Z‘) <lfmP (V/\\fn > x)

si probamos que lfm P <Wn > x) < 0, los dos limites existiran y seran iguales, por
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tanto el limite que queremos seré cero.

o |
[fm P (Wn > x) < lfmP ((e+—> MO > g) :limP<eM(1) > g) Ve 0
n

porque \/7\\7;; <%, 0. Entonces
fm P (Wn > :1:) ~0

por tanto Wn =20

Veamos ahora que WZ “2,0. Por (12) y usando el lema (3.3) tenemos que

lim P [{ sup
m k<m

que es lo que queriamos. ]

T~ (1 T~ (1
TV ...+ 1)

Después de enunciar el anterior teorema nos damos cuenta de la similitud del teorema
de representacién de sumas de Skorokhod y otro Teorema de Representacion de
Skorokhod que se da en los cursos bésicos de cédlculo de probabilidades y que dice

lo siguiente

Teorema 3.5 (de Representacion de Skorokhod). Sean {X,,},, una sucesion de v.a.’s

reales y X una v.a. real definidas en (2,0, P) tales que
X, — X,

entonces existe un espacio de probabilidades (V,0', P') y unas v.a.’s Y, {Y, }, tales
quePX:Py, PXn:PYn Yy
Y,—Y

. . < () :
El Teorema de Representacion de sumas proporciona un proceso X;  (y un espacio

de probabilidades en el que estd definido), que estd igualmente distribuido a otro
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proceso XE”) que es del que partimos inicialmente, para el cual podemos hablar de

convergencia casi seguro.

Teorema 3.6 (Donsker). Sean Y1, Yo,... v.a.iid. EY, =0, VarY, = 0% < oo,

S, =Y +...+Y,. Definimos X,E”) = S([TL\/];, entonces

c
X" £, X,
Donde X; es cualquier proceso con la misma distribucion que el movimiento Brow-

niano.

Demostracién. Por el teorema (3.4) existe para cada n un proceso {X\™} que tiene
la misma distribucién que {XE”)}, definidos ambos en un mismo espacio de proba-

bilidad, y existe una subsucesién {n;} para la que

c.s
% O

X" - X,

sup
0<t<1

C.8

Entonces X\™ <% X, por tanto X\™ < X,. Como {X\"™} tiene la misma
distribucién que {X\"™¥} se sigue que X!™ <, X, luego X" £, X,

Tomemos una subsucesién (n;) y consideremos el movimiento browniano {X )},
por lo que acabamos de probar existe una subsucesion (n}) tal que XM £, X, es
decir,

(aqui es donde hace falta saber cudl es la definicién de convergencia de procesos)
Por el lema (2.29) es decir

XM £, X,

Definicién 3.7. D es la clase de las funciones z(t), 0 < ¢ < 1, tales que z(t™), z(t")

existen para todo ¢t € (0,1), y z(¢t7) = x(¢). También, z(07) = z(0), z(17) = z(1).
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Definimos una métrica p (z(-),y(:)) en D por

sup |z(t) — y(t)]
0<t<1

Definicién 3.8. Para H(z(-)) definida en D, sea G el conjunto de todas las fun-
ciones z(-) € D tales que H es discontinua en z(-) para la métrica p. Si existe un
conjunto G; € % tal que G C G; y para un movimiento Browniano normalizado

{X;}, P(X(:) € Gy) = 0, lamamos a H B-continua casi seguro.

Teorema 3.9 (Principio de Invariancia). Sea H definida en D B-continua c.s. Con-

sideramos un proceso del tipo

Sin
X = Dl
o\vn

donde las S,, son sumas de v.a.i.i.d. Y1, Yo,... con EY; =0, EY? = 02. Supon-

gamos que las H (X(”)(-)) son variables aleatorias. Entonces
H (X()) =5 HX(),
donde {X;} es un movimiento Browniano normalizado.

Observacion 3.10. Anteriormente hemos descrito el espacio en el que vamos a defi-
nir H, hemos tomado dicho espacio porque necesitamos que en él estén definidos el
proceso X§") y el movimiento Browniano X;. Las trayectorias del movimiento Brow-
niano son continuas pero las del proceso X§”) no, sino que cumplen otras propiedades
como la de ser continua por la derecha, de ahi que hayamos tomado el espacio D
con esas caracteristicas. En [Bil68] el espacio considerado no es D, es el conjunto
de las funciones continuas en [0, 1], C([0,1]). Por tanto, en ese caso ya no se puede
tomar el Xi”) definido anteriormente, hay que anadir algo para que las trayectorias

del proceso se vuelvan continuas, y habra un Principio de Invariancia que se pueda

aplicar a dicho proceso.
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4. Aplicaciones del Principio de Invariancia

4.1. Estadisticos de Kolmogorov-Smirnov

Problema:Estimacién de la diferencia entre la distribucién empirica (de una mues-

tra) y la tedrica.

Definicién 4.1 (Funcién de distribucién empirica). Sean {X,,}nen v.a.i.i.d., llama-

mos funcién de distribucién de la muestra a
R 1 <&
Fn (JZ, w) = 5 Z I(,Oow} (Xk(w))
k=1

nF,(z,w) es la suma de n v.a.i.i.d. Bernouilli I(_ ) (Xg(w)), es decir, una caminata

aleatoria.

Primera aproximacion: L.F.G.N.

~

EF,(z,w) = F(x), aplicando la L.F.G.N., para un x fijo

A

F,(z,w) =% F(x)

Segunda aproximacion: T.C.L.

VarF,(z,w) = F(x)(1 — F(z)). Para un z fijo tenemos que

donde Z es cualquier v.a. con distribucién N (0, F(x)(1 — F(x))).

Lo que queremos es estimar la diferencia para todo x. La solucién esté en considerar

el estadistico de Kolmogorov-Smirnov.

Objetivo: Encontrar un estadistico para determinar si los datos de una muestra

vienen de cierta distribucion continua.
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Definicién 4.2 (Estadistico de Kolmogorov-Smirnov). Si F,(z,w) es una distribu-
cién empirica y F'(z) es una distribucién continua, llamamos estadistico de Kolmogorov-

Smirnov a

D, = vnsup |F,(z,w) — F(z)

zeR
Definicién 4.3 (Puente Browniano). Dado un movimiento Browniano {X;} definido

en [0, 1], llamamos puente Browniano al movimiento Browniano B; = X; — tX;

Bajo la hipétesis nula de que los datos vienen de una distribucién conocida F'(x),

aplicando el Principio de Invariancia tomando

H(x) = sup |a(t) — tz(1)]

0<t<1

(que es continua en D) después de haber reescrito D,, en la forma

Dy, = /nsupgei< XE") — tX| tenemos la siguiente convergencia

Dn i> sup |Bt’
0<t<1

Observacion 4.4. Si consideramos D,, = sup, |F,(z,w) — F(z)|, si los datos de la
muestra vienen de una distribucion F', por el teorema de Glivenko-Cantelli D, =% 0.
Sin embargo, si multiplicamos por y/n el limite no es cero sino que es un n°, de lo

que se sigue que asintéticamente la convergencia resulta ser como la de \/iﬁ

4.1.1. Test de Kolmogorov-Smirnov

Hy: Los datos de la muestra vienen de cierta distribucién F.

H;: Los datos de la muestra no vienen de la distribucién F'.

La hipdtesis nula sera rechazada a un nivel de significancia « si D,, > ¢,. Hemos

obtenido ¢, de P (supg;<; |Bi] < co) =1 —a
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4.2. Distribucion limite del maximo de las sumas parciales

Volviendo al juego del lanzamiento de moneda, queremos saber cudl es la probabili-
dad de que el méaximo de las ganancias del jugador sea menor que cierto valor. Para
averiguarlo vamos a introducir un principio muy importante en la teoria de camina-
tas aleatorias que es el Principio de Reflexion. También se usa en la busqueda de la
distribucion de la proporcién de veces en las que gana el jugador (ley del arcoseno),
y que veremos mas adelante aunque sin demostracion.

Ahora unas definiciones.

Definicion 4.5.

Una caminata aleatoria Si,S,, ... determina una trayectoria uniendo los puntos del
plano (i, S;).
Sea A = (x,y), llamamos A’ a su simétrico con respecto al eje de tiempos, es decir,

A= (xv —'3/)-

Lema 4.6 (Principio de Reflexién). El nimero de trayectorias de A a B que tocan

o cruzan el eje t es igual al nimero de todas las trayectorias de A’ a B

Figura 1: Principio de Reflexion

Demostracion. Sean los puntos como en (figura 1) A = (A, S4,), B = (B, SB,).
Sea

TO = (SAt; SAH—I; cee 7SBt)
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una trayectoria entre Ay B tal que Sy =0y Sy, > 0,...,57-1 > 0 ((7,0) es el

primer vértice en el eje ¢). Entonces

TO - (_SAt7 _SAH-IJ ..

. 7ST—17 O, ST+1, ceey SBt)

es una trayectoria que va de A’ a B, S =0y =S4, <0,...,=S7_1 <0 ((7,0) es

el primer vértice en el eje t).

Tenemos que ver que

R: T — T

To

es una aplicacién biyectiva, donde

{trayectorias de A a B que cruzan t}

{trayectorias de A" a B}

Es aplicacion: T determina su imagen de manera unica.

Es inyectiva:

R(Ty)
(=S%,,---. 571, 0, 50 4,..., SB,)
(S, 5%)

Es suprayectiva:

Sea

Ty= (=59, —S%.,....

entonces

To = (S5, .-

por tanto R(Ty) = T,

= R(Th)
= (=S,...

= (S4,,---,58,)

1 1 1
'7ST717 O’ ST+177 SBt)

,0,...,85) €T

. S, SE,)
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Lema 4.7. Sean Y1, Yo,... v.a.’s Bernouilli con P[Y, =1] = P[Y,=—1] =
£EFY,=0 VarY, =1.

Demostracion. Sea a un entero no negativo, entonces
P| max S;>a| =2P[S,>a|+P[S,=a
|:O§z'§n+1 b } [Sn |+ P8 )
Sea Mi-‘,—l == méxogjgiﬂ Sj

Q={S,11>a}U{S,11 =a}U{S,11 <a} disjuntos

{Mn+1 > CL} = {MnJrl > a, Sn+1 > CL} U {MnJrl > a, Sn+1 = (I}
U {Mn+1 Z a, Sn+1 < CL}
= {Mn+1 > a, Sn+1 > a} U {Sn+1 - CL} U {Mn—l-l > a, Sn+1 < CL}

= {Sp+1>atU{Spy1 =a} U{M,1 >a, S,41 < a} disjuntos

Por tanto P[M, 1 > a] — P[S,41 =a] = P[S,41 >a] + P[M,41 > a, S,41 < d
Aplicando el Principio de Reflexién (4.6), el nimero de trayectorias que cumplen
que M, 11 > ay S,11 < a es el mismo que el de las que cumplen que M, ;; >
ay S,y1 > a. Si vemos que cada trayectoria tiene la misma probabilidad se sigue
que

P [MTL-{-I Z a, Sn+1 < a] =P [Mn+1 Z a, Sn+1 > a] .

Si Ty = (SY, S9,...,8%,,) es una trayectoria

P[(S1, Ss,...,Sn1) =To) = P[S1=5,...,S041 =501
= P[Yl:}GO,YQZE/'QO,...,Yn+1:YTLO+1}

O 1 T R 1 AT I P e o
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Sean Y1, Yy, ... v.aiid.’s cumpliendo EY; = 0, EY? = 0% < 0. Sea X" =

s . . . .
([7”;]\/%1, por Donsker existe X; movimiento browniano definido en D tal que

X £, X,

Vamos a aplicar el Principio de Invariancia. Sea H(r) = supg<,<; z(t), que es una
funcién continua en D C RI%Y | veamos esto. supy.,, x(t) es continua en D (espacio

métrico con norma p(x(t),y(t)) = supg<i<y |2(t) — y(t)]) siV e >0

39>0t.qsi sup |z(t) —y(t)| <0, entonces |sup x(t) — sup y(t)| <e
0<t<1 0<t<1 0<t<1

H(x) = supg<;<; 2(t) es continua si

sup |z(t) —y(t)| < e=| sup z(t) — sup y(t)| <e
0<t<1 0<t<1 0<t<1

Supongamos que

sup z(t) < sup y(t)

0<t<1 0<t<1
entonces
z(to) < sup z(t) < sup y(t), Vi€ [0,1] (13)
0<t<1 0<t<1
Si |z(tg) — y(to)| < e = y(ty) — e < x(ty) < sup z(t), Vo
0<t<1
entonces
sup y(t) < sup z(t) +e. (14)
0<t<1 0<t<1

Por (13) y (14)

| sup x(t) — sup y(t)| <e
0<t<1 0<t<1
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Entonces

sup X" £, sup X,

0<t<1 0<t<1
pero
sup X(n) — sup S[nt}—l—l — mAax S[nt]—H — mix Sz
t - = = = = "
0<t<1 0<t<1 U\/ﬁ 0<t<1 O’\/ﬁ 1<i<n+1 O’\/ﬁ

la dltima igualdad se da porque definimos Sy = 0. Implica

1 c
—— max S; — sup X,
O4/N 0<i<n+1 0<t<1

max
0<i<n+1

g

S

n

Asi que si conocemos la distribucién de supg<;<; X; conoceremos la distribucién

s 1 /
limite de m maXo<i<n+1 Sz

Como el Principio de Invariancia es valido para cualesquiera v.a.i.i.d’s Yy, Yo, ...

con EY, =0y EY? = 02 < o0, si calculamos la distribucién limite para un caso

particular de variables cumpliendo las hipotesis anteriores, la tendremos calculada

para cualquier sucesion de variables cumpliendo dichas hipotesis.

Sea o un numero real no negativo y a, = —[—ay/n]

P | maéx SZ-Za\/ﬁ} = P[méx SiZan}

0<i<n+1 0<i<n+1

= 2P [Sn+1 > an] -+ P [Sn+1 = an]

Por el T.C.L.

P[S,+1 > a,] — P|Z > a] Z es cualquier v.a. N(0, 1)

(15)

(16)

Como Y, son Bernouilli, S,;; sigue una distribucién binomial, P [S, 1 = a,] =

(n;:ll) (%)nﬂ, entonces

P[Spi1=a,] = (n+Dn---((n+1) —a, +1)

ay,!2n+1
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De (16)
P| mix S;>avn| — 2P[Z > q]

0<i<n+1
asi que tiene que ser
Plsup X; >a| = 2P[Z > qf
[0<t<1 J
1-Plsup Xy <a| = 2(1-P[Z<q])
lo<t<1 |
Plsup Xy <a| = 2P[Z<a]-1=1-2P[Z > q]
[0<t<1 J
2 [ u?
= 2PI0<Z <« :—/ ex (——)du
[ =7 Al
Ahora
P | méx — P |sup X; <«
|:O<z<n+1 \/_ 1 L<t<pl ' }

por el Principio de Invariancia.

1
Lgtgpl L= } [O {O<z<n+1 \/_ }

1 1
Arr1CAx limP [ max — <o+ ]
k 0<i<n+1 \/_
= h’m{l—QP Z>oz—|—£H

k k

= 1—211’mP[ZZo¢+l}
k k

11— [Zsa]- 2 /ae _Y g
= oz—\/%o Xp 5 u

Entonces
1 2 6] U,2
- $ . < e _u >
P \/ﬁogzmga;z}i1sz—a}—>\/%/o exp( 2>du, a>0,
por tanto

Teorema 4.8. Si nos encontramos en las hipotesis del Principio de Invariancia
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(Y1, Yo, ... vaiid’s con EY, =0, EY? = 0? < o0)

1 9 « 2
P|—— max Siga} / exp(—u )du, a>0
0

o\/N 0<i<nt1 NG 2
4.3. Ley del arco-seno

Sean Si,S,,... las ganancias de un jugador del juego de lanzamiento de moneda.

Sea N,, el nimero de veces en las que el jugador gana en los primeros n lanzamientos
N,, = {ndmero de k; k <n, Sy > 0}.

La proporcién de tiempo en el que el jugador gana en los primeros n lanzamientos

es

. Existe una distribucion limite para W, y, en caso de que exista, cual es?
Definamos Z,E”) = Sy, t € [0,1]. Denotamos a la medida de Lebesgue por [;
entonces

W, =1{t; Z(" >0, 0<t <1}

Ahora, Zﬁ”) no converge a nada en ninguin sentido, pero por el tma. de Donsker,

- s
escribiendo X\™ = 7 tenemos

X £, X,

donde X; es un movimiento Browniano normalizado.
Tomando H(x) =“medida” de Lebesgue del tiempo en el que el jugador va ga-

nando, tenemos que

H(x(”)) =W, = l{t; Xgn) >0, 0<t<1}
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HX)=W=U{t: X, >0, 0<t<1}

W es justamente la proporcién de tiempo en el que la particula del movimiento
Browniano se encuentra en el eje positivo durante [0, 1].

Aplicando el Principio de Invariancia

W, — W

Una prueba, basada en la combinatoria, de que en el juego de lanzamiento de
moneda la proporcién de veces W, en las que el jugador gana en los primeros n

lanzamientos tiene como distribucién limite

2
lim P [W,, < 2] = = arcsin /z
m

4.4. Ley del logaritmo iterado para sumas

Lema 4.9 (Primer lema de Borel-Cantelli). Sea (2, o, P) un espacio probabilisti-

co. Sean {A,}nen C o tal que Y., P(A,) < oo. Entonces P[lim,A,] = 0, donde

lim, A,, = ﬂn (Ukzn Ak)‘

Lema 4.10. Sean {X,,} v.a.’s reales, a € R.

{limX,(w) < a} D lim{w : Xp(w) < a}

Demostracion.

lim{w: X;(w) <a} = J[He: Xi(w) <a}

n k>n
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Sea w € lim{w : X;(w) < a}, entonces

dneNtalque VkE>n X, <a

dn € N tal que sup Xy < a
k>n

entonces nf,, [sups, Xi(w)] < a, por tanto ImX,,(w) < a. O

Teorema 4.11. FExiste un espacio de probabilidad, un movimiento Browniano defi-

S

nido en €l y una sucesion §n, n=1,... con la misma distribucion que =2, n =1,...
tal que
S -X c.s
P T A es (17)
2t log(log t)

cuando t — oo.

Demostracién. Sea S, = X; + --- + X, tal que EX? = ¢?, dividiendo por o
X
:__|_..._|_7:Y1_|_..._|_Yn

Ahora EY? = 1. Asi que podemos aplicar el teorema de Representaciéon de Sumas
(2.31) considerando una sucesién de v.a.’s {X,,} tales que EX? = 1.

Tomamos por tanto o = 1, por el teorema (2.31) existe un movimiento brow-

niano X; y una sucesién de v.v.a.a. no negativas Ty, Ts,... con ET; = 1 tal que
s

X4y, » = 1,2,... tiene la misma distribucién que évn == n =12

Py g Ly oo

Luego probar (17) se reduce a probar que

XT1+"'+TM _Xt & 0
()

con p(t) = /2tlog(logt). Por la L.F.G.N.

Tyt Ty o
1+[t]+ 45 1= BTy
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[t]

C.S
como 5 — 1 entonces

t | (18)

Veamos que para cualquier € > 0, existe una funcién que toma valores finitos casi

seguro to(w) tal que para t > to(w),

T1+"'—|—T[t]€{ ,t(l—l—E)].

1+e€

Por (18), Vw € A cjto. de probabilidad 1 ,3tg, v.a. tal que V4§ > 0

(1=0)t<(1+0)t Vi>ty(w)

1

Si llamamos 01 = 1 — 11—,

sea 0 = min(dy, €), entonces 1+r6 <1l—-0yl+d<l+e
de donde se sigue el resultado.

Sea

M(t) = sup X5 — Xy

e ST<(1+e)t

Sea t, = (1+ €)%, y t), <t < tp,1, entonces si 1%6 <7< (1+e)

ther = (1+€)" " = STS(H+) (1o =1+ =t

Por tanto

M(t) < sup X, =Xyl

te—1ST<lp+t2

Ahora

sup | X, — Xy sup ‘XT — th_l‘ +  sup |Xt — X,

t—1 <T<tpy2 1 ST<tpt2 t—1<T<tpy2

< 2 sup X, -X, |

t—1 <T<tgy2

IA
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La tultima desigualdad es porque ¢ <t < ;.. Luego definiendo

M, = sup ‘XT — th_l‘ )

tp—1<T7<tp42

obtenemos M (t) < 2M.

Como t, <ty ¢ es creciente

M
< lfm——

M)
Tk op(ty)

kop(t)
[tr_1, tr12] €s compacto, asi que podemos cambiar sup por max (porque las trayec-
torias del movimiento browniano son continuas).
Por (2.7)

P (M, > z) < 2P (|Xy,,, — X4, | > 2)

Tomando § = (1 + €)? — (1 + €)' tenemos que tj,o — tx_1 = dt;. Entonces

Vg2 — e

= exp < ) dx
\/7/ log(logtk 2

2
/ rexp| — | dx
A /log log tr) /log(log t1,) 2
2

= ——~> exp(—2log(logt
Toallon ) p( g(logty))

X,  —X
P (Mk > \/ﬁw(tk» < 2P <| s = X | > 2 log(logtk)>

2
g

k2log”(1 + €)+/log(klog(1 + €))

Como

Vog(klog(l+¢)) > 1
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a partir de cierto k entonces

P <Mk: > \/%@(tk» < \/gm

Vamos a aplicar Borel-Cantelli (4.9), podemos hacerlo porque

2 1 1
) — < o0
\/;log2(1 +€) Zk: 2 S
Llamamos Ay, a los conjuntos {w : My > v2d¢(ty)}

P [@Ak] — =P [ﬁ]xang] ~ 1.

porque

<EA,€>C - (ﬂ U Ak) — [N 45 = limaA.
k n k>n n k>n wLE
Aplicando el lema (4.10)
7 Mk
lim
kop(te)

It
o

V26

IA

Como Ty + -+ + T es uno de los 7 en My,

’XT1+...+TM ~ X, < M)
entonces
_)XT et Ty — Xt _
i < MO
o(t) o(t)
—_ M, cs
< 2fm—2 < VRS
o(tr)

o4



Tomando ¢ — 0, entonces 6 — 0, por tanto

N XT1+~'~+T[,5] - Xt c.s
lim =0
()

como lim < lim

)XT1+...+TM — Xt s
lim =)
o(t)
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